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DAV E N P O R T  ·  圆法  ·  高中详解版

Waring 问题的渐近公式
Waring's problem: the asymptotic formula

本章要解决什么 · 读完能掌握什么

问题：把一个很大的整数  写成  个正整数的  次幂之和

一共有多少种写法？把写法的个数记作 。本章要证明：当  足够大（ ）

时，  有一个非常精确的"渐近公式"

读完你能掌握：(1) 圆法（Hardy–Littlewood circle method）把"数解的个数"变成"算一

个积分"的全套思路；(2) 把积分区间  切成主弧与次弧的技术；(3) 三个核心新对象

——指数和 、奇异级数 、奇异积分 ——分别是什么、为什么要造它们；(4)

公式里每一个常数 、每一处误差估计是怎么一步步算出来的。本讲解对原文每一段都逐

句展开，凡是原文写"显然""容易看出"的地方，都补成一步一句的完整推导。

阅读方式：黑色叙述跟着 Davenport 原文的段落顺序走；彩色框（预备知识 / 分步推演 / 符号说明 / 配

图）是为只有高中知识的同学补的"脚手架"。本章用到大量超出高中的记号，我们先用一节把它们从零讲

清，再进入正文。

第 0 节　先把"看不懂的符号"全部讲清楚

正文第一行就会出现 、 、 、 、  这些记号。它们都不在高中课本里。我们

先一个一个讲，之后正文里再遇到就不重复了。

复指数 。定义
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e(θ) := e2πiθ = cos(2πθ) + i sin(2πθ).
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读作"e 括号 theta"。这里  是虚数单位（ ），  是一个实数。由欧拉公式

，把  代进去就得到上式。它的几何意义：在复平面里，  是

单位圆上的一个点，从正实轴出发逆时针转过  弧度（即转过  整圈）。所以：

它的模长永远是 ： 。

它以 1 为周期：  增加  就是多转一整圈，回到原点， 。更一般地，若

 是整数则 。

指数法则照样成立： ， （共轭就是反向转）。

为什么数论里偏爱写  而不直接写 ？因为"加 1 回到原点"这件事和"整数"高度契合——

它把"是不是整数"翻译成了"转了整数圈、回到 1"。

实轴

虚轴

e(θ)=(cos2πθ, s

角=2πθ

1=e(0)=e(整数

模长 |e(θ)|=1；θ 每增加 1 就绕一整圈

 就是单位圆上"转了  整圈"得到的那个点。整数处全部落回 。

求和号  与积分号 。 ，就是把  从  取到  的若

干项加起来；下面若写成  之类，则表示只对"满足那个条件的项"求和。定积分

i i2 = −1 θ

eix = cosx + i sinx x = 2πθ e(θ)

2πθ θ

1 |e(θ)| = √cos2 + sin2 = 1

θ 1 e(θ + 1) = e(θ)

m e(m) = 1

e(θ1)e(θ2) = e(θ1 + θ2) e(θ) = e(−θ)
–

e(θ) e2πiθ

e(θ) θ 1

∑ ∫
P

∑
x=1

f(x) = f(1) + f(2) + ⋯ + f(P) x 1 P

∑(a,q)=1



 高中讲过，是曲线  与  轴之间在  上的"带符号面积"；当  取复数

值时，就把实部、虚部分别积分。关键工具是下面这条正交关系。

圆法的"心脏"：正交关系  对任意整数 ，

证明（一步一句）：

这条等式之所以是"心脏"：它是一台筛子。把一堆  加在一起再积分，只有  那

一项留下 ，其余全部被积成 。下面就靠它把"方程  的解数"从一个积

分里筛出来。

大 O 与  记号（量级的语言）。这两个记号都是用来说"某个量不超过某个量级"的，本章几乎

每行都在用。

 读作"  是大 O 的 "，意思是：存在一个与变量无关的常数 ，使得

 对所有充分大的 （或 ）成立。例如  就是说

 至多是  的常数倍。

（Vinogradov 记号）与  完全同义，只是写起来顺手：

。

（epsilon）表示"任意小的正数"。式子里出现  一般意思是"差一点点、可以忽略的放

大"，因为对任何固定正数它都比  的任何正次幂小。

直觉：这是一套"只关心增长有多快、不关心常数"的粗略语言。证渐近公式时我们不需要知道误

差到底是  还是  倍，只要知道它比主项小一个  的正次幂就够了。

整除与互素记号。  表示整数  的最大公约数（gcd）。  表示  互素（没有

大于 1 的公因数）。"既约分数 "就是指  的分数，无法再约分。 （模 ）：

∫
b

a
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m

∫
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0, m ≠ 0.
(★)

当 ：被积函数 ，于是 。1 m = 0 e(0) = 1 ∫ 1
0 1 dα = 1

当 （整数）： ，它对  的原函数是 。
2

m ≠ 0 e(mα) = e2πimα α
e2πimα

2πim

代入上下限： ，因为

（  是整数，转整数圈回到 ）。

3
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=
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两个整数若除以  余数相同，就称它们"同余 "，属于同一个剩余类；  一共有 

个剩余类，可用代表  标记。

欧拉函数  与 Gamma 函数 （先混个眼熟，用到再细讲）。欧拉函数  数的是

 中与  互素的  的个数——正好是 (4.9) 内层求和的项数。  是阶乘的连续推

广：对正整数  有 ，一般地 ，满足

。最后常数  就由它写成。

本章主角：指数和 。这是上一章 (2.5) 定义的对象，本章从头到尾都在算它：

它是  个单位圆上的点（  次幂处的复指数）相加。  是上限，本章取 （  表示

取整数部分）。为什么造它？见下面对 (4.1) 的讲解：它的  次幂展开后，配上正交关系 (★)，

就恰好数出了 。

两件来自第 3 章的现成工具（本章直接调用）  本章把上一章证好的两条引理当"黑箱"反复

用，先列在这里：

引理 3.1（Weyl 不等式型估计）：若  有有理逼近 \(|\alpha-a/q|推论给出完全和的估

计 。

引理 3.2（Hua 不等式）：

直觉：  次幂的积分（数的是"  个  次幂相减抵消"的方程解数）有一个很好的上

界。它专门用来吸收次弧上  的一个  次方因子。

你不需要会证这两条；本章的任务是把它们拼起来。下面正文每次引用，我们都会指明用的

是哪一条、为什么能用。

第 1 节　起点：把"解的个数"写成一个积分（对应 (4.1)）

原文这一段在讲什么：回到上一章的出发点公式 (4.1)，说明  就是某个积分，并确定  该取多大、

主项应该是什么量级。

原文写道：我们回到 Waring 问题工作的起点，即第 2 章的 (2.7)：

q mod q mod q q

z = 1, 2, … , q
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为什么 (4.1) 真的等于解的个数——逐步验证  高中同学第一次看到这个公式会觉得很神

奇："一个积分怎么会等于一个计数？"我们把它彻底拆开。

这就是圆法的全部魔法：正交关系 (★) 像一台筛子，把所有"和不等于 "的项积成 ，只留

下"和恰为 "的项，每个贡献 。于是计数问题  积分问题。剩下的全部工作，就是把这

个积分算出来。

记号 、 、 、 。  是要表示的大整数；  是幂次（  是平方和，  是立

方和……）；  是用几个  次幂相加（项数）；  是表示方法的总数。注意这里  算"有

r(N) = ∫
1

0
(T (α))

s
e(−Nα) dα. (4.1)

先把  的  次方展开。 ，所以

按乘法分配律，这是把"每个括号里挑一项"的所有方式相乘再相加：

这里用了指数法则 。

1 T (α) s T (α) = ∑P
x=1 e(αxk)
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∑
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∑
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∑
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1 + xk

2 + ⋯ + xk
s)),

e(αxk
1) ⋯ e(αxk

s) = e(α(xk
1 + ⋯ + xk

s))

乘上 ，再用指数法则合并：2 e(−Nα)

(T (α))
s
e(−Nα) = ∑

x1,…,xs

e(α (xk
1 + ⋯ + xk

s − N)).

对  在  上积分，把积分搬进求和号里（有限和可以逐项积）：3 α [0, 1]

∫
1

0

(T (α))
s
e(−Nα)dα = ∑

x1,…,xs

∫
1

0

e(α (xk
1 + ⋯ + xk

s − N))dα.

用正交关系 (★)：括号里的  是整数。只有当 （即

）时这一项的积分等于 ，否则等于 。

4 m = xk
1 + ⋯ + xk

s − N m = 0

xk
1 + ⋯ + xk

s = N 1 0

于是右边 = "使  成立的  组数"。这正是  的

定义。证毕。

5 xk
1 + ⋯ + xk

s = N (x1, … ,xs) r(N)

N 0

N 1 =

r(N) s N k N k ≥ 2 k = 2 k = 3

s k r(N) xi



序"且为正整数，所以  与  算两种。

原文接着说：其中  是 (2.5) 中那个从  到  求和的指数和，且 。没有必要把

 取得比所需更大，所以取 。

为什么取 ，不多不少

原文：渐近公式中的主项将被证明具有 ，亦即  的量级；事实上，只要任何简单的

渐近公式成立，它就必须如此，因为这是  的唯一一个与下述事实相容的幂次：  各有

 种取法，而和  表示的是至多  量级的数。

"主项必是  量级"——一个朴素的概率式估计  这是一段非常重要的"先猜答案"的推

理，要让你信服  不是凭空冒出来的。

22 + 32 32 + 22

T (α) 1 P P ≥ [N 1/k]

P P = [N 1/k]

P = [N 1/k]

每个 ，且 （因为  个正项之和等于 ，单独一项不会超过 ）。

所以 。两边取整： 。

1 xi ≥ 1 xk
i ≤ N s N N

xi ≤ N 1/k xi ≤ [N 1/k]

这说明：求和上限只要取到  就足够了——再大的  根本不可能出现在

任何一组解里，它们对应的项在 (4.1) 里贡献为 ，是白加的。

2 P = [N 1/k] x

0

取 （向下取整）保证  是整数（求和上限必须是整数），并且是"刚好够

用"的最小上限。这就是"没必要取更大"的含义。

3 [N 1/k] P

N s/k−1 P s−k

P x1, … ,xs

P s xk
1 + ⋯ + xk

s P k

P s−k

P s−k

 个变量，每个  在  到  间取值，一共有  组取法。1 s xi 1 P P × P × ⋯ × P = P s

每一组取法算出的和  是一个介于  与  之间的整数，也就是落

在一个长度约为 、即量级  的范围内。

2 xk
1 + ⋯ + xk

s s sP k

sP k P k

如果这些和"大致均匀地"散布在这  个量级的整数上，那么平均每个整数  被命

中的次数约为

3 P k N

取法总数

落点范围
=

P s

P k
= P s−k.

于是  的"应有量级"就是 。又因 ，把  代入得

。两种写法  与  是同一回事。

4 r(N) P s−k P ≈ N 1/k P = N 1/k

P s−k = N (s−k)/k = N s/k−1 P s−k N s/k−1



"唯一相容"是什么意思？这只是一个粗糙的概率猜测，但它锁定了主项的幂次：任何更大的

幂次会让总命中数超过取法总数 （不可能），任何更小的幂次会让总命中数远小于 

（那大量取法的和都跑哪去了？）。所以只有  这个指数说得通。真正的工作是把这

个"概率猜测"变成严格证明，并算出前面的精确常数——这正是本章余下全部内容。

Pˢ 组取法 (x₁,…,xₛ)

… 共 Pˢ 个

和 x₁ᵏ+…+xₛᵏ，范围长度 ~ Pᵏ

某个 N

平均每个 N 被命中 Pˢ / Pᵏ = Pˢ⁻ᵏ 次 ⟹ r(N) ~ Pˢ⁻ᵏ

把  个取法的和"撒"到长度约  的数轴上，平均每个  的命中数 。这就是主项量级的来历。

第 2 节　哪些  可以扔掉：次弧的判据（对应第 2 段）

这一段在讲什么：既然主项是  量级，那么凡是对积分贡献"严格更小"的  区域都可以归进误差、扔

掉不算。这一段给出"扔掉的判据"。

原文：于是，凡是对积分 (4.1) 的贡献能被证明严格低于  量级的那些  取值集合，我们都

可以略去。我们假设 ，若把被积表达式的绝对值看作

那么由引理 3.2 可知：凡是满足 （其中  为某固定数）的任何  集合都可

以略去。为得到这样一个  集合，我们将使用引理 3.1。

记号 （delta）。本章自始至终，  是一个事先选定、固定不变的小正数（比如可以想成 

）。它出现在很多地方（弧的长度、  的范围、误差的幂次），含义都一样：一个我们可以自由选

小、但一旦选定就不再变的"调节旋钮"。另有 （delta 撇）表示"由  决定的、某个具体的正

数"，每条引理里的  可以不一样，只要求 。

为什么把  拆成 ——动机与一步步推导  动机：我们手里只有一条关于积

分的现成不等式，就是 Hua 引理 3.2，它专门管 。所以我们想方设法把被积分的

 里"留出  次方去喂给 Hua 引理"，剩下的  用"逐点上界"处理。这要求

P s P s

P s−k

P s P k N ≈ P s−k

α

P s−k α

P s−k α

s ≥ 2k + 1

|T (α)|s−2k

|T (α)|2k

,

|T (α)| ≪ P 1−δ δ > 0 α

α

δ δ 0.001

q

δ′ δ

δ′ > 0

|T |s |T |s−2k

⋅ |T |2k

∫ |T |2k

|T |s 2k |T |s−2k



，原文取 （多留一点余量，保证后面误差里能挤出一个真正的负幂 

）。

结论：只要能找到一个  集合，在它上面 ，那么这个集合对 (4.1) 的贡献

就可以安全扔进误差项。"找这样的集合"就靠引理 3.1（Weyl 估计），下一节正式登场。

第 3 节　总体方案：主弧与次弧（对应第 3 段）

这一段在讲什么：介绍圆法处理 Waring 类问题的通用战略——把  切成"主弧"和"次弧"，并说明两

者的分工和取舍。

原文：处理 Waring 问题及类似问题的工作中，一般性方案是把  的取值分为两个集合：主弧

（major arcs），它对渐近公式中的主项有贡献；以及次弧（minor arcs），它的贡献按上面所述

s ≥ 2k s ≥ 2k + 1 −δ′

设在某个  集合  上，逐点都有 （这是"  很小"的假设，待会儿

用引理 3.1 在次弧上验证它）。

1 α E |T (α)| ≪ P 1−δ T

对  这部分，逐点代入上界： 。

这是一个与  无关的常数上界，可以提到积分外面。

2 |T |s−2k

|T (α)|s−2k

≪ (P 1−δ)
s−2k

= P (s−2k)(1−δ)

α

对剩下的 ，整体在 （甚至整个 ）上积分，用 Hua 引理 3.2：

。

3 |T |2k

E [0, 1]

∫
E

|T |2k

dα ≤ ∫
1

0

|T |2k

dα ≪ P 2k−k+ε

两部分相乘：

把指数加起来：

。

4

∫
E

|T |s dα ≪ P (s−2k)(1−δ) ⋅ P 2k−k+ε.

(s − 2k)(1 − δ) + (2k − k) + ε = (s − 2k) − (s − 2k)δ + 2k − k + ε = (s − k) − (s − 2k)

因为 ，有 ，所以 。只要  选得比  小

（  可任意小，  固定），指数就 ，其中 。于是

比主项  小了一个正次幂 。∎

5 s ≥ 2k + 1 s − 2k ≥ 1 −(s − 2k)δ ≤ −δ ε δ

ε δ ≤ s − k − δ′ δ′ = δ − ε > 0

∫
E

|T |s dα ≪ P s−k−δ′

,

P s−k P −δ′

α |T (α)| ≪ P 1−δ

[0, 1]

α



方式估计，归入误差项。两个集合之间精确的分界线，在很大程度上取决于手头有哪些可用的辅

助结果，并且在某种程度上可能因人的偏好而异。一般而言，处理主弧有一些强有力的（虽然略

嫌繁复的）方法可用，而问题的关键在于次弧。在任何具体问题中，一旦找到了一种能成功处理

次弧的方法，人们通常会发现：在该方法所允许的范围内尽可能扩大次弧是方便的，这样可以减

少处理主弧所需的工作量（尽管这部分工作可能相对直接）。在本章的处理中，与本课题其他场合

常见的情形相比，我们可以把主弧取得数目较少且长度较短。

"主弧 / 次弧"是什么、为什么叫"弧"、为什么这样分工  为什么叫"弧"（arc）？历史上

Hardy 与 Littlewood 是把生成函数看成定义在单位圆周上（变量  跑遍圆周），于是

 的子区间就对应圆周上的一段段"圆弧"。后来习惯改在区间  上做积分，

但"弧"的名字保留了下来。所以"主弧""次弧"就是  上的两类子区间。

分工：

主弧 ：那些  非常靠近"分母小的既约分数 "的小区间。在这里  很大（接

近 ），贡献了渐近公式的主项。这部分计算繁但有套路。

次弧 ：主弧之外剩下的全部 。在这里  远离一切分母小的分数，  因为相位

错乱而很小（ ），整段贡献被第 2 节的方法压进误差项。这部分是真正的难

点。

为什么"分界线因人而异、且要尽量扩大次弧"？因为分界线只要保证"次弧上  足够小""主

弧能算出主项"即可，怎么切都行——这取决于你手上的次弧估计（这里是引理 3.1）有多

强。次弧能压得越狠、范围划得越大，留给主弧的就越少、主弧越好算。本章因为有较强的

工具，可以把主弧取得"又少又短"（ ，区间半长 ），这是一个值得注意的简

化。

0 1

0/1 1/21/3 2/3 1/1

红色小块 = 主弧 𝔐 (围绕分母小的 a/q，又少又短)
其余整条 = 次弧 𝔪 (这里 |T(α)| 很小，归入误差)

 被分成围绕简单分数的若干主弧（红块）和它们之外的次弧。注意主弧总长很小，但贡献了主项。

第 4 节　主弧的精确定义（对应 (4.2)(4.3) 那段）

这一段在讲什么：把上面"围绕  的小区间"写成精确的数学定义，并验证这些区间互不重叠、基本落在

 内。

e(α)

α ∈ [0, 1] [0, 1]

[0, 1]

M α a/q T (α)

P

m α α T (α)

≪ P 1−δ

T

q ≤ P δ P −k+δ

[0, 1]

a/q

[0, 1]



原文：围绕每个有理数 （既约形式），我们放置一个区间

并且对下述  都这样做：

记号 （花体 M，读"major arc a,q"）。它是数轴上以分数  为中心、半径（半长）为

 的一个开区间：所有满足 \(|\alpha-a/q|

中心 ：既约分数（ ），分母  受限 （很小），分子 。

半长 ：因为  而  很小，  是个相当负的指数，所以这个区间极短（长度是

 的一个大的负次幂）。

为什么中心取"分母小的既约分数"？因为正是在这些点附近，  里大量项的

相位接近一致、不互相抵消，  才会大（接近 ），才有"主项"可言。分母大的分数附近相位

散乱，  小，归次弧。

为什么这些主弧互不重叠——动手算距离  原文说："这些区间不重叠，因为它们的中心之间

的距离至少为 ，而这远大于区间的长度。"我们补出计算。

a/q

Ma,q : |α − a/q| < P −k+δ, (4.2)

q, a

1 ≤ q ≤ P δ, 1 ≤ a ≤ q, (a, q) = 1. (4.3)

Ma,q a/q

P −k+δ

a/q (a, q) = 1 q 1 ≤ q ≤ P δ 1 ≤ a ≤ q

P −k+δ k ≥ 2 δ −k + δ

P

T (α) = ∑ e(αxk)

|T | P

T

P −2δ

取两个不同的既约分数中心  与 ，都满足 (4.3)。它们的差1 a/q a′/q ′

a

q
−

a′

q ′
=

|aq ′ − a′q|

qq ′
.∣ ∣分子  是整数。若两个分数不相等，则 （否则交叉相乘相

等就是同一个分数），所以 。

2 |aq ′ − a′q| aq ′ − a′q ≠ 0

|aq ′ − a′q| ≥ 1

分母 （因为各自 ）。于是

这就是"中心间距至少 "。

3 qq ′ ≤ P δ ⋅ P δ = P 2δ q, q ′ ≤ P δ

a

q
−

a′

q ′
≥

1

qq ′
≥

1

P 2δ
= P −2δ.∣ ∣P −2δ

每个区间半长是 ，两个相邻区间各伸出半长，要想重叠就需中心距

。比较两个量级：  与 。因为 ，指数  比

 大得多（  等价于 ，对小  当然成立），所以 

远大于 。

4 P −k+δ

< 2P −k+δ P −2δ 2P −k+δ k ≥ 2 −2δ

−k + δ −2δ > −k + δ k > 3δ δ P −2δ

2P −k+δ



原文：此外，除右端的  处那个区间的右半部分外，这些区间都包含在  内；为方

便起见，我们设想把那个区间向左平移一个量 ，使它落到  的右侧。区间  就是主

弧，它们关于  的补集构成次弧，其全体记作 。在这些定义中，  是某个固定的小正数。

关于端点  和  的小处理（周期性的体现）

原文末尾的备注：可以指出，在 Hardy–Littlewood 方法的许多应用中，(4.2) 中  的长度

会带有一个因子  以及  的某个负幂；但此处不需要这个因子，省略它是一个轻微的简化。

为什么这里不要  因子（取舍说明）。常见写法是让分母大的主弧更短（半长含 ），使所

有主弧互不重叠且总长可控。本章因为把  直接限死在 （很小），上面已直接验证了不

重叠，不再需要用  去"防重叠"。少一个因子，后面提取主项的计算就更干净。这是一个为

了简化而做的、无伤大雅的选择。

第 5 节　引理 4.1：次弧的贡献确实小

这一段在讲什么：正式证明"次弧  上  比主项  小一个正次幂"，从而次弧整体可以归入误

差。

中心间距远大于两区间半长之和，故任何两个主弧不可能相交。∎5

1/1 0 ≤ α ≤ 1

1 α = 0 Ma,q

[0, 1] m δ

0/1 1/1

满足 (4.3) 且  的中心只有一个：因 (4.3) 要求 ，当  时只能

取 ，给出 （注意  不被允许）。所以在右端点 

处恰有一个主弧，其中心就是 。

1 q = 1 1 ≤ a ≤ q q = 1

a = 1 a/q = 1/1 = 1 a = 0 α = 1

1

围绕 （即 ）的区间 \(|\alpha-1|1\) 去了，超出 。2 α = 1 1/1 [0, 1]

但被积函数  以  为周期（因为  都以  为周期，整数

处复指数回到 ）。所以把超出  那半段向左平移 ，它就接到  的右边，

和围绕  的左半段拼成一个完整区间，积分值不变。这就是"想象平移一个量

1"。

3 T (α)se(−Nα) 1 T ,  e(−Nα) 1

1 [0, 1] 1 α = 0

α = 0

处理好端点后：所有主弧的并记作 ，  里剩下的部分（补集）就是次弧 

（花体小写 m）。

4 M [0, 1] m

Ma,q

q−1 P

q−1 q−1

q q ≤ P δ

q−1

m ∫ |T |s P s−k



引理 4.1.  若 ，则有

其中  是依赖于  的一个正数。

证明前先理清思路 第 2 节已经证明：只要在某集合上逐点 ，该集合的

 就 。所以引理 4.1 的唯一任务，是证明"次弧  上处处  很小"。这

要靠 (a) Dirichlet 逼近定理给每个  找一个好的有理逼近，(b) 在次弧上这个逼近的分母 

一定很大，(c) 分母大时 Weyl 估计（引理 3.1）说  很小。下面逐条来。

证.

第一步：Dirichlet 逼近定理给每个  一个好分数。原文："由 Dirichlet 关于丢番图逼近的经

典结果，每个  都有一个有理逼近  满足

此外，当  时我们总有 。"

Dirichlet 逼近定理是什么、为什么 (4.4) 成立  定理（Dirichlet, 1842）：对任意实数 

和任意正整数 ，存在既约分数 ，使得

这说的是"任何实数都能被一个分母不太大的分数逼近得相当好"。

s ≥ 2k + 1

∫
m

|T (α)|s dα ≪ P s−k−δ′

,

δ′ δ

|T (α)| ≪ P 1−δ

∫ |T |s ≪ P s−k−δ′
m |T (α)|

α q

T

α

α a/q

1 ≤ q ≤ P k−δ, |α − a/q| < q−1P −k+δ. (4.4)

0 < α < 1 1 ≤ a ≤ q

α

Q a/q

1 ≤ q ≤ Q, |α − a/q| <
1

qQ
.

它为什么对？（鸽笼原理）考虑  个数 （  是小

数部分），它们都落在 。把  等分成  个小段，  个数放进  个

段，必有两个落在同一段（鸽笼原理），设是  与 （ ），则

。取  即得 ，除

以  得 。

1 Q + 1 0, {α}, {2α}, … , {Qα} {⋅}

[0, 1) [0, 1) Q Q + 1 Q

{iα} {jα} i > j

|(i − j)α − (某整数 a)| < 1/Q q = i − j ≤ Q |qα − a| < 1/Q

q |α − a/q| < 1/(qQ)

怎么得到 (4.4)？在本章里取 。代入：存在 ， ，且

这正是 (4.4)。

2 Q = P k−δ a/q 1 ≤ q ≤ P k−δ

|α − a/q| <
1

q P k−δ
= q−1P −(k−δ) = q−1P −k+δ.



第二步：在次弧上分母  必大。原文："由于 (4.4) 中最后一个不等式比 (4.2) 中的更强，若

，则  应当落在某个  中。因此，若  落在  中，我们必有 。"

逐步说清这个"反证"

一句话：次弧上的 ，它最好的有理逼近的分母都大于 。这正是"远离一切简单分数"的

精确表达。

第三步：分母大 ⟹  小（用引理 3.1）。原文："由于 \(|\alpha-a/q|

为什么能用引理 3.1，以及它给出多小

三项都 ，故括号 ，取  次方得括号 。代回：

这就是原文的 。

为何  时 ？因  且  离  很近，故  也大致

在  内，于是分子  介于  与  之间（必要时调整  取最靠近的那个）。

3 0 < α < 1 1 ≤ a ≤ q α ∈ (0, 1) a/q α a/q

(0, 1) a 1 q a

q

q ≤ P δ α Ma,q α m q > P δ

(4.4) 给的逼近误差是 \(|\alpha-a/q|更小（更强）。换句话说，(4.4) 的  离 

比"落入主弧所需"还近。

1 a/q α

假设 。那么这个  满足 (4.3) 的全部条件（

），它就是一个合法的主弧中心；而  离它 \(

2 q ≤ P δ a/q

1 ≤ q ≤ P δ,  1 ≤ a ≤ q,  (a, q) = 1 α

但  在次弧  里，按定义不在任何主弧里——矛盾。所以假设错误，必有 

。

3 α m q > P δ

α P δ

T

验证引理 3.1 的前提 \(|\alpha-a/q|由 (4.4) 与 ： \[|\alpha-a/q|1 q ≤ P k−δ

引理 3.1 给的上界。它是 ， 。我们

要说明括号里的三项都 ：

\(\tfrac1qP^\delta\)）；

（因 ）；

（因 ，即原文说的 ）。

2 |T (α)| ≪ P 1+ε( 1
q

+ 1
P

+
q

P k )
1/K

K = 2k−1

≪ P −δ

1
P

= P −1 ≤ P −δ δ < 1
q

P k ≤ P k−δ

P k = P −δ q ≤ P k−δ P k/q ≥ P δ

≪ P −δ ≪ P −δ 1/K 1/K ≪ P −δ/K

|T (α)| ≪ P 1+ε ⋅ P −δ/K = P 1+ε−δ/K.

|T (α)| ≪ P 1+ε−δ/K



由于  可任意小、  固定为正，这个指数  严格小于 ，正是第 2 节需要

的" "形式（这里 ）。

第四步：拼起来。原文："按前面指出的方式把它与引理 3.2 结合，我们推出

其中  依赖于 。这就证明了引理 4.1。"

最后这步指数的完整加法

意义：次弧整体的贡献比主项  小了一个 ，可以放进误差。难点（次弧）至此攻

克，剩下就是把主弧的主项算出来。

原文补充：可以指出，除了诉诸 Dirichlet 定理之外，也可以利用连分数的一个简单性质：若取

 为满足  的  的最后一个渐近分数，同样得到 (4.4)。

ε δ/K 1 + ε − δ/K 1

|T | ≪ P 1−δ0 δ0 = δ/K − ε > 0

∫
m

|T (α)|s dα ≪ P (s−2k)(1+ε−δ/K) ∫
1

0
|T (α)|2k

dα ≪ P s−k−δ′

,

δ′ > 0 δ

在  上把 。逐点代第三步的上界处理前一半：

，提到积分外。

1 m |T |s = |T |s−2k

⋅ |T |2k

|T |s−2k

≪ P (s−2k)(1+ε−δ/K)

剩下的  在  上积分，用 Hua 引理 3.2： 。2 |T |2k

m ⊆ [0, 1] ≤ ∫ 1
0 |T |2k

≪ P 2k−k+ε

相乘，指数相加：

展开第一项： 。全部相加：

3

(s − 2k)(1 + ε − δ/K) + (2k − k + ε).

(s − 2k) + (s − 2k)ε − (s − 2k)δ/K

(s − 2k) + (2k − k)

= s−k

+ (s − 2k + 1)ε

可任意小

− (s − 2k) δ
K

≥ δ/K > 0

.
  

因 ，那项负贡献至少是 。选  充分小，使

，则总指数 。取  即得

∎

4 s ≥ 2k + 1 ⇒ s − 2k ≥ 1 −δ/K ε

(s − 2k + 1)ε < δ
2K ≤ s − k − δ

2K δ′ = δ
2K > 0

∫
m

|T |s dα ≪ P s−k−δ′

.

P s−k P −δ′

a/q q ≤ P k−δ α



连分数与渐近分数（补充说明）。任何实数  可以写成连分数 ，截

到第  步得到的分数  叫"渐近分数"（convergents）。它有一个经典性质：

。取"分母  的最后一个渐近分数"，下一个分母

，于是 ，正是 (4.4)。这只是

Dirichlet 定理的一种等价替代来源，结论一样。

第 6 节　走向主弧：  在主弧上几乎不变（对应"现在我们把注意力

转向主弧"那段）

这一段在讲什么：动机铺垫。说明在如此短的主弧上，  变化很平缓，为下面引理 4.2 把  近似

成"完全和 × 积分"做准备。

原文：现在我们把注意力转向主弧 。这里  非常接近 ，且  相对较小。如果 (4.2) 中

 的指数取的是  而非 ，则  在  上将几乎是常数，因为那时我们应有

当然，情形并非如此，但尽管如此，弧  是如此之短，以至于  在该区间上的变化相对

平缓。它究竟如何变化，可由下面的引理看出。

这段"假设性计算"想说明什么

把  写成 ，  是"  偏离中心  的小量"。则  的每一项相位

。其中  只依赖 （因  以  为周期），是"主结

构"；  是"扰动"。

α α = a0 +
1

a1 +
1

a2 + ⋯

n pn/qn

|α − pn/qn| < 1/(qnqn+1) ≤ P k−δ

qn+1 > P k−δ |α − pn/qn| < 1/(qnP k−δ) = q−1
n P −k+δ

T (α)

T (α) T

Ma,q α a/q q

P −k − δ −k + δ T (α) Ma,q

αxk −
a

q
xk < P −k−δP k = P −δ.∣ ∣Ma,q T (α)

α α =
a

q
+ β β α a/q T

αxk =
a

q
xk + βxk

a

q
xk x mod q e( a

q
xk) q

βxk

扰动的大小： （因 ）。假如区间半长是 （即 \(|\beta|

几乎是常数。

1 |βxk| ≤ |β|P k x ≤ P P −k−δ

但实际半长是 （指数是  不是 ），于是  可达 ，扰动

不可忽略，  并非常数。

2 P −k+δ +δ −δ |βxk| P +δ → ∞

T

不过区间仍然极短，扰动是"缓慢、有规律"的——  随  平滑变化。这提示我

们：可以把"对  求和"近似成"对连续变量积分"，扰动部分恰好变成积分

。这正是引理 4.2 要做的。

3 βxk x

x

I(β) = ∫ P

0 e(βξk)dξ



为什么当初把半长取  而非 ？取  虽让  成常数、主弧好算，但那样主弧太短、次

弧太大，次弧反而压不住。取  是为了让次弧那边的引理 3.1 够用（见第 5 节第三步正需

 这个宽度）。这是主弧与次弧之间的平衡取舍。

第 7 节　引理 4.2：在主弧上把  拆成"完全和 × 积分"

引理 4.2.  对于  中的 ，令 ，我们有

其中

三个新对象的含义与动机。

（beta）：  相对主弧中心  的偏移量， ，满足 \(|\beta|

（完全指数和 / 高斯型和）：把  取遍模  的一组完全剩余 ，对  求

和。它只依赖算术信息（ ），与 、与  的精细位置无关，捕捉了"  次幂模  的分

布"。后面奇异级数就由它搭成。

（积分 / 连续模型）：把求和  换成积分 。它只依赖分析信息

（实数  次幂的均匀分布），是"把整数换成实数"的连续逼近。后面奇异积分由它搭成。

(4.5) 的深刻之处：它把  在主弧上因式分解成"算术因子 "乘"分析因子 "，外

加一个小误差。算术与分析就此分离，分别处理，最后分别长成奇异级数与奇异积分。

证.

第一步：按剩余类合并。原文："我们把定义  的和中那些位于同一剩余类（模 ）的  值

收集到一起……令 ， ……得到

"

这个代换为什么自然、怎么算出来的

+δ −δ −δ T

+δ

q > P δ

T (α)

Ma,q α α = β + a/q

T (α) = q−1Sa,q I(β) + O(P 2δ), (4.5)

Multiple \tag

β α a/q β = α − a/q

Sa,q z q 1, … , q e(azk/q)

a, q, k P α k q

I(β) ∑ e(βxk) ∫
P

0 e(βξk)dξ

k

T (α) q−1Sa,q I(β)

T (α) q x

x = qy + z 1 ≤ z ≤ q

T (α) =
q

∑
z=1

e(azk/q)∑
y

e(β(qy + z)k).



第二步：把内层求和换成积分（理想情形）。原文：把离散  换成连续 ，再换元 

，  跑遍 ，得

因子  来自 。这恰好给出 (4.5) 的主项。

为什么会冒出 ，以及主项怎么拼成

动机：相位 。第一块  关于  以  为周期（把  加 ，

 与  相差整数倍 ，  不变）。所以按  分类，每类内第一

块取相同值，自然该合并。

1 αxk = a
q
xk + βxk e( a

q
xk) x q x q

a
q

(x + q)k a
q
xk a e x mod q

代换：每个  唯一写成 ，其中  是类代表，

 是"第几圈"。代入相位：

2 1 ≤ x ≤ P x = qy + z z ∈ {1, … , q}

y ≥ 0

αxk =
a

q
(qy + z)k + β(qy + z)k.

看第一块 。把  二项展开，除了末项 ，其余每项都含因子

，乘上  后是整数倍。所以 ——只剩 ，与  无关。

这步是关键化简。

3
a

q
(qy + z)k (qy + z)k zk

q a
q

e( a
q

(qy + z)k) = e( a
q
zk) z y

于是

内层  取遍使  的整数（范围依赖 ）。外层那个 

正是  的"积木"，但注意此处它还乘着内层依赖  的和，尚未完全分离。

4

T (α) =
P

∑
x=1

e(αxk) =
q

∑
z=1

e(
azk

q
)∑

y

e(β(qy + z)k),

y 1 ≤ qy + z ≤ P z ∑q
z=1 e(azk/q)

Sa,q z

y η ξ = qη + z

ξ [0,P ]

∑
y

e(β(qy + z)k) ≈ q−1 ∫
P

0
e(βξk) dξ = q−1I(β),

q−1 dη/dξ

q−1

把内层和 （ ）近似为 。1 ∑y f(y) f(y) = e(β(qy + z)k) ∫ f(η)dη

换元 ，则 ， 。当  跑使 \(02
ξ = qη + z η = (ξ − z)/q dη =

dξ

q
η

代回第一步：3



第三步：估计"求和  − 积分"的误差。原文用了一个粗糙但够用的引理：若   可微，则当

 时 ；从而对任意区间 \(A<\eta

把这个误差一项项算清楚

注意  与  无关，可提出求和号外，外层求和就恰好凑成 。这就是 (4.5) 的

主项 。剩下要做的，是证明"求和换积分"造成的误差确实只有

。

T (α) ≈
q

∑
z=1

e(
azk

q
) ⋅ q−1I(β) = q−1(

q

∑
z=1

e(azk/q))I(β) = q−1Sa,q I(β).

I(β) z Sa,q

q−1Sa,qI(β)

O(P 2δ)

f

|η − y| ≤ 1
2 |f(η) − f(y)| ≤ 1

2 max |f ′|

为什么"和−积分"的误差是 ？把  切成长度 

的小段。在每个长度  的小段上，整数点  处的  与该段积分  的差，至多

是  在段内的波动 （中值定理：  在长  区间变化不超过其导数最大

值）。共约  段，累计 ；两端不完整的"残段"再补一个

。合起来就是该式。

1 (B − A) max |f ′| + max |f| [A,B] 1

1 y f(y) ∫ f

f ≤ max |f ′| f 1

B − A ≪ (B − A) max |f ′|

max |f|

算 。 ，链式法则求导：

取模（ ）：

。

2 max |f ′| f(η) = e(β(qη + z)k) = e2πiβ(qη+z)k

f ′(η) = 2πi β ⋅ k(qη + z)k−1 ⋅ q ⋅ f(η).

|f| = 1,  |2πi| = 2π,  |qη + z| ≤ P

|f ′(η)| ≤ 2πk q |β|P k−1 ≪ q|β|P k−1

算 。  的范围由 \(03 B − A y

代入合并。

由主弧定义 \(|\beta|

4

(B − A) max |f ′| + max |f| ≪
P

q
⋅ q|β|P k−1 + 1 = |β|P k + 1.

外层对  求和。外面有  个 （ ），每个带  的误差，且

 不放大。总误差 （用了 ）。

这正是 (4.5) 里的 。∎

5 z q z z = 1, … , q ≪ P δ

|e(azk/q)| = 1 ≪ q ⋅ P δ ≤ P δ ⋅ P δ = P 2δ q ≤ P δ

O(P 2δ)



检查这误差确实小：主项  的量级可达 （见下条），而误差只有 （  很

小），两者相差一个  的接近一次的正幂，所以 (4.5) 是一个很好的近似。

原文补充：稍后在引理 9.1 中，我们将遇到一种更有效的、用对应积分替换求和的方法。（这里用

的是最粗糙够用的版本，足以得到 。）

第 8 节　引理 4.3：把主弧的积分整体算成"奇异级数 × 奇异积分"

引理 4.3.  若  表示主弧  的全体，则

对某个  成立，其中

两个"截断版"新对象。

（截断奇异级数，花体 S）：把每个主弧贡献的算术因子 

对所有 、所有与  互素的  求和。它是"算术信息"的总和。"截断"指  只加到 

（真正的奇异级数 (4.12) 加到 ）。

（截断奇异积分）：把分析因子整理成一个对 （  的标准化变量）在 \

(|\gamma|

引理 4.3 的核心成就：主弧上的总积分 。算术与分析彻底

分家。

证.

第一步：把 (4.5) 提到  次幂。原文：由  平凡成立，

为什么  次幂的误差是 

q−1Sa,qI(β) P P 2δ δ

P

O(P 2δ)

M Ma,q

∫
M

(T (α))se(−Nα) dα = P s−k
S(P δ,N)J(P δ) + O(P s−k−δ′

) (4.8)

δ′ > 0

S(P δ,N) = ∑
q≤P δ

q

∑ (q−1Sa,q)
s e(−Na/q),

a=1
(a,q)=1

(4.9)

J(P δ) = ∫
|γ|<P δ

(∫
1

0

e(γξk) dξ)
s

e(−γ) dγ. (4.10)

S(P δ,N) (q−1Sa,q)se(−Na/q)

q ≤ P δ q a q P δ

∞

J(P δ) γ = βP k

≈ P s−k × (算术总和) × (分析总和)

s |q−1Sa,qI(β)| ≤ P

(T (α))s = (q−1Sa,q)
s(I(β))s + O(P s−1+2δ). (4.11)

s O(P s−1+2δ)



第 二 步 ： 取 主 项 ， 乘   在 单 个 主 弧 上 积 分 。 因 为  ，

，主项给出 \[(q^{-1}S_{a,q})^s e(-Na/q)\int_{|\beta|与 

无 关 ， 故 对 满 足  (4.3) 的   求 和 ， 算 术 因 子 凑 成  ：  \[\mathfrak

S(P^\delta,N)\int_{|\beta|

这一步的关键：算术与积分分离

第三步：把   换成  ，并标准化得  。原文：因  ，故

，从而把   换   在积分中产生的误差

；配上  的粗估，最终误差  可忽略。换好后再令

，积分变成 。

记 （主项）， ，其中  是 (4.5) 的误

差。要估计 。

1 A = q−1Sa,qI(β) T = A + E E = O(P 2δ)

T s − As = (A + E)s − As

用二项式： 。每一项都含至少

一个 ，最大的一项是 。

2 (A + E)s − As = (s1)A
s−1E + (s2)A

s−2E 2 + ⋯

E sAs−1E

"平凡上界" ：因为 （  是  个模长 

的项之和， ，除以  得 ），且

。故 。

3 |A| = |q−1Sa,qI(β)| ≤ P |q−1Sa,q| ≤ 1 Sa,q q 1

|Sa,q| ≤ q q ≤ 1

|I(β)| = | ∫ P

0 e(βξk)dξ| ≤ ∫ P

0 1 dξ = P |A| ≤ P

于是主误差项 ？更直接：

（高次  项更小，被吸收）。

这就是 (4.11) 的误差 。

4 ≪ P ⋅ |A|s−1 ⋅ |E|

|T s − As| ≪ |A|s−1|E| ≪ P s−1 ⋅ P 2δ = P s−1+2δ E

O(P s−1+2δ)

e(−Nα) α = a/q + β

e(−Nα) = e(−Na/q)e(−Nβ) q, a

q, a S(P δ,N)

主弧  上积分即对  在 \(|\beta|1 Ma,q β

被积主项  中，  与 

无关，提到积分外。剩下 \(\int_{|\beta|

2 (q−1Sa,q)
s(I(β))se(−Na/q)e(−Nβ) (q−1Sa,q)

se(−Na/q) β

这个 -积分里没有 （  只含 ），对所有主弧都一模一样。所以把所有主弧

加起来时，它作为公因子提出，前面剩下

。算术求和与分析积分就此

分离成两个独立因子。

3 β a, q I(β) β

∑q≤P δ ∑(a,q)=1(q−1Sa,q)
se(−Na/q) = S(P δ,N)

N P k P s−kJ(P δ) N − P k ≪ P k−1

|e(−βN) − e(−βP k)| ≪ |β|P k−1 ≪ P −1+δ N P k

≪ P −k+δP sP −1+δ |S| ≪ P 2δ P s−k−1+4δ

ξ = Pξ′,  β = P −kγ P s−kJ(P δ)



逐步：为什么能把 N 换 ，以及标准化换元

第四步：误差项 (4.11) 的总影响。原文：(4.11) 的误差  在 \(|\beta|

误差项指数的完整核算

P k

 为什么？  是  向下取整，故 \(P\le N^{1/k}1 N − P k ≪ P k−1 P = [N 1/k] N 1/k

替换误差。 。用

（单位圆上弦长  弧长）：

再用 \(|\beta|

2 e(−βN) − e(−βP k) = e(−βP k)(e(−β(N − P k)) − 1)

|e(θ) − 1| = |e2πiθ − 1| ≤ 2π|θ| ≤

|e(−βN) − e(−βP k)| ≤ 2π|β||N − P k| ≪ |β|P k−1.

这误差在整段积分里的累积。被积的  模 ，积分区间长 ，

所以换  在 -积分里造成的误差 

。再乘上算术因子的粗估 ，总误差 。因含 

（再减小  次幂），比主项  小，可忽略。

3 (I(β))s ≤ P s ≪ P −k+δ

N → P k β ≪ P −k+δ ⋅ P s ⋅ P −1+δ = P s−k−1+2δ

|S(P δ,N)| ≪ P 2δ ≪ P s−k−1+4δ P −1

1 P s−k

为什么 ？项数：  有  个，每个  的  有

 个，共  项；每项 （因

）。故总和 。

4 |S(P δ,N)| ≪ P 2δ q ≤ P δ ≤ P δ q a

≤ q ≤ P δ ≪ P 2δ |(q−1Sa,q)
se(−Na/q)| ≤ 1

|q−1Sa,q| ≤ 1 ≪ P 2δ

标准化换元。现在积分是 \(\int_{|\beta|5

O(P s−1+2δ)

单个主弧上误差  是逐点上界，乘以积分区间长度 ：

。

1 O(P s−1+2δ) ≪ P −k+δ

P s−1+2δ ⋅ P −k+δ = P s−k−1+3δ

对所有主弧求和，主弧个数 （上条数过）：

。

2 ≪ P 2δ P s−k−1+3δ ⋅ P 2δ = P s−k−1+5δ

关键是出现了 （来自  的那个 ），它代表"比主项少一个  的一次幂"。

只要  取得足够小（使 ），就有 \(s-k-1+5\delta0\)），故误差 。

引理 4.3 证毕。∎

3 −1 s − 1 −1 P

δ 5δ < 1 ≪ P s−k−δ′



小结：第三步给主项 ，第三步的换  误差与第四步的  次幂误差都

，合起来就是 (4.8)。

第 9 节　奇异级数的定义与收敛（对应"定义"与其后一段）

定义.  令

奇异级数 （singular series）是什么、为什么要它。它就是把截断版  里 

的上限从  推到  得到的无穷级数。

为什么引入？引理 4.3 的主项里含 ，但它依赖 （随  变），不是一个干净

的、只跟  有关的量。我们希望主项写成"常数 ×  的幂 × 一个纯算术量"。把上限推

到无穷得到的 ，就是那个不依赖  的纯算术量，它只编码"  次幂在各模  下的分

布信息"。

"奇异"二字（singular）的来历：这是 Hardy–Littlewood 的历史命名，指它来自圆周上

靠近有理点（"奇点"）的贡献之和，并非"奇怪"之意。

它的算术意义（下节正文会点明、下一章详证）：  等于一串"局部密度"之积，反映方

程  在各  下有多少解。整数受同余约束，故  充当

对"实数密度"的修正因子。

原文：这称为将  表示为  个正整数  次幂之和这一问题的奇异级数。若 ，则该级

数绝对收敛，且关于  一致收敛；因为由引理 3.1 的推论我们有（其中 ）：

稍后我们将证明：在更宽松的条件  下，同样的结论也成立。

为什么这个无穷级数会收敛——逐步  无穷级数最怕"加不出有限值"。这里要证它绝对收敛

（每项取绝对值后求和仍有限）。

P s−k
S(P δ,N)J(P δ) N s

≪ P s−k−δ′

S(N) =
∞

∑
q=1

q

∑ (q−1Sa,q)
s e(−Na/q).

a=1
(a,q)=1

(4.12)

S(N) S(P δ,N) q

P δ ∞

S(P δ,N) P N

N N

S(N) P k q

S(N)

xk
1 + ⋯ + xk

s ≡ N (mod q) q S(N)

N s k s ≥ 2k + 1

N K = 2k−1

|(q−1Sa,q)
se(−Na/q)| ≪ q−s/K+ε ≪ q−2−1/K+ε.

s ≥ 2k + 1

单项的大小。引理 3.1 的推论给出完全和的估计 （

）。取  次方： 。又  不影响

大小。把  重新记成 （仍任意小），得每项 。

1 |q−1Sa,q| ≪ q−1/K+ε

K = 2k−1 s |(q−1Sa,q)
s| ≪ q−s/K+sε |e(−Na/q)| = 1

sε ε ≪ q−s/K+ε



"  更宽松"是什么意思？这里用 （指数级大）保证收敛；但用更细致的论

证可放宽到 （线性级，小得多）。这是后续章节的改进，本章只需 。

第 10 节　主定理 4.1 及其证明

定理 4.1.  若 ，则将  表示为  个正整数  次幂之和的表示数  满足

对某个固定的  成立，其中

先读懂这个公式在说什么  （解的个数）渐近地等于三样东西相乘：

：一个只依赖  的正常数，由 Gamma 函数给出（"连续密度常数"）。

：主项的量级（第 1 节已猜到）。

：奇异级数，编码同余约束的修正。

代入 。注意 ，故 ，于是

所以每项 。这正是原文那行。

2 s ≥ 2k + 1 2k = 2 ⋅ 2k−1 = 2K s ≥ 2k + 1 = 2K + 1

s

K
≥

2K + 1

K
= 2 +

1

K
.

≪ q−s/K+ε ≤ q−2−1/K+ε

对  求和。固定 ，内层  至多  个，每个 ，故内层和

。

3 a q a q ≪ q−2−1/K+ε

≪ q ⋅ q−2−1/K+ε = q−1−1/K+ε

对  求和。剩下 。这是一个 -级数 ，指数

。只要 ，就有 ， -级数收敛（高中数学/微积分基本

事实：  当  时收敛）。

4 q ∑∞
q=1 q

−1−1/K+ε p ∑ q−p

p = 1 + 1
K

− ε ε < 1
K

p > 1 p

∑ q−p p > 1

故整个双重级数绝对收敛。又因每项上界  与  无关，按 Weierstrass

M-判别法，收敛关于  是一致的（这保证下一节可以把  安全换成

）。∎

5 q−2−1/K+ε N

N S(P δ,N)

S(N)

s ≥ 2k + 1 2k + 1

s ≥ 2k + 1 2k + 1

s ≥ 2k + 1 N s k r(N)

r(N) = Ck,sN
s/k−1

S(N) + O(N s/k−1−δ′

) (4.13)

δ′ > 0

Ck,s =
Γ(1 + 1/k)s

Γ(s/k)
> 0. (4.14)

r(N)

Ck,s k, s

N s/k−1

S(N)



后面是误差 ，比主项小一个正次幂 。证明就是把前面所有引理拼起

来，再算出 。

证.

第一步：合并主弧与次弧。由 (4.1) 把积分拆成主弧与次弧两块，分别用引理 4.3 与 4.1：

这一步只是"两块相加"

第二步：把奇异积分  的积分上限推到无穷。原文：先把内层积分用三种方式改写：

这三种写法是怎么换元换出来的

O(N s/k−1−δ′
) N −δ′

J = Ck,s

r(N) = {∫
M

+∫
m

}(T (α))se(−Nα)dα

= P s−k
S(P δ,N)J(P δ) + O(P s−k−δ′

).

(4.15)

（主弧并次弧），且两者不交，故 。1 [0, 1] = M ∪ m ∫
1

0 = ∫
M

+ ∫
m

主弧块 （引理 4.3）。2 = P s−k
S(P δ,N)J(P δ) + O(P s−k−δ′

)

次弧块： （引理 4.1；用了

），整块归入误差。

3 ∫
m

(T )se(−Nα)dα ≤ ∫
m

|T |sdα ≪ P s−k−δ′∣ ∣|e(−Nα)| = 1

相加即 (4.15)。下面把 、 、 ，并算出

。

4 S(P δ,N) → S(N) J(P δ) → J P → N 1/k

J

J(P δ)

∫
1

0

e(γξk)dξ = k−1 ∫
1

0

ζ−1+1/ke(γζ)dζ = k−1γ−1/k ∫
γ

0

ζ−1+1/ke(ζ)dζ (γ > 0).

第一个等号（令 ）。在  中令 ，则 ，

；  对应 。代入：

1 ζ = ξk ∫ 1
0 e(γξk)dξ ζ = ξk ξ = ζ 1/k

dξ = 1
k
ζ 1/k−1dζ = 1

k
ζ−1+1/kdζ ξ : 0 → 1 ζ : 0 → 1

∫
1

0
e(γξk)dξ = ∫

1

0
e(γζ) ⋅ 1

k
ζ−1+1/kdζ = k−1 ∫

1

0
ζ−1+1/ke(γζ)dζ.

第二个等号（令  把  提出， ）。在上式里令 （即 ），

，  对应 ：

2 ζ = t/γ γ γ > 0 ζ = t/γ t = γζ

dζ = dt/γ ζ : 0 → 1 t : 0 → γ



为什么要这三种写法？第一式把"  次幂"展平成幂函数权 ，方便最后接 Beta 积分；

第三式把上限变成 、把  的幂  显式提出，正好用来估计内层积分随  的衰减——

这就是下面"扩展到无穷"的依据。

为什么内层积分 ，从而能扩到无穷

其中把  提出。换回字母  即原文第三式。

k−1 ∫
1

0
ζ−1+1/ke(γζ)dζ = k−1 ∫

γ

0
( t

γ
)

−1+1/k

e(t)
dt

γ
= k−1γ−1/k ∫

γ

0
t−1+1/k

γ 1−1/k ⋅ γ−1 = γ−1/k ζ

k ζ−1+1/k

γ γ γ−1/k γ

≪ |γ|−1/k

看第三式 。要证  是  的有界函数

（不随  爆掉）。

1 k−1γ−1/k ∫
γ

0 ζ−1+1/ke(ζ)dζ ∫
γ

0 ζ−1+1/ke(ζ)dζ γ

γ → ∞

在  附近：被积  的指数 （因 ），而

 在  处收敛（ -积分判据：指数  则可积）。故积分在  处绝对

收敛，没问题。

2 0 ζ−1+1/k −1 + 1/k > −1 k ≥ 2 ⇒ 1/k > 0

∫
0
ζ−1+1/kdζ 0 p > −1 0

在  方向：  是振荡的，配合单调衰减权 （递减趋 0），由

Dirichlet 收敛判别法（振荡有界 × 单调趋零 ⟹ 积分收敛），  当  收

敛，故对一切  一致有界。

3 ∞ e(ζ) = e2πiζ ζ−1+1/k

∫ γ

0 γ → ∞

γ

因此 。即内层积分随  以

 衰减。

4 ∫ 1
0 e(γξk)dξ = k−1|γ|−1/k ∫ γ

0 ⋯ ≪ |γ|−1/k∣ ∣ ∣ ∣ |γ|

|γ|−1/k

扩到无穷的误差。把 （\(|\gamma|P^\delta\) 部分：被积

，故尾巴 。因 （实

际 ），积分收敛且等于 。于是

其中

5 J(P δ)

(∫ 1
0 e(γξk)dξ)s ≪ |γ|−s/k∣ ∣ ≪ ∫ ∞

P δ γ
−s/kdγ s ≥ 2k + 1 > k

s/k > 1
(P δ)1−s/k

s/k − 1
≪ P −(s/k−1)δ

J(P δ) = J + O(P −(s/k−1)δ),

J = ∫
∞

−∞

(k−1 ∫
1

0

ζ−1+1/ke(γζ)dζ)
s

e(−γ)dγ. (4.16)



奇异积分 （singular integral）是什么、为什么要它。  是把  的上限推到  得到

的、只依赖 （不依赖 ）的纯数。它是奇异级数的"连续版对偶"：奇异级数  编码

算术（整数、同余）的贡献，奇异积分  编码分析（实数、连续）的贡献。下面将证明

，它就是 (4.13) 里那个连续密度常数。

第三步：替换并得到 (4.13)（暂缺 ）。由  的绝对（且一致）收敛，可把 (4.15)

里  换成 ；由刚证的  把  换成 ；再把  换成

。所有替换误差都可忽略，得

只差证明 。原文强调："  的确切值或许并不重要，但我们需要知道 。"

这三处替换为什么误差可忽略

三处替换都把"依赖  的截断量"换成"只依赖  或只依赖  的干净量"，代价都是更高阶

的小误差。于是公式 (4.13) 的形状到手，只剩常数 。

第 11 节　求出奇异积分 （对应"为求出 J……"那几段）

这几段在讲什么：用 Fourier 积分定理把  算成一个 Dirichlet/Beta 型多重积分，得到漂亮的 Gamma

函数闭式，并验证定理可用（有界变差）。

第一步：写出  的多重积分形式。原文从

J J J(P δ) ±∞

k, s N ,P S(N)

J

J = Ck,s =
Γ(1 + 1/k)s

Γ(s/k)

J = Ck,s S(N)

S(P δ,N) S(N) J(P δ) = J + O(⋯) J(P δ) J P

N 1/k

r(N) = J ⋅ N s/k−1
S(N) + O(N s/k−1−δ′

).

J = Ck,s J J > 0

：两者之差是  的尾巴，由第 9 节每项 

，尾和 ，是  的负次幂，乘

上主项  后并入误差。

1 S(P δ,N) → S(N) q > P δ ≪ q−2−1/K+ε

≪ ∑q>P δ q−1−1/K+ε ≪ (P δ)−1/K+ε = P −δ/K+εδ P

P s−kJ

：差 （上一框已证），同样是负次幂，乘主项后并入误

差。

2 J(P δ) → J O(P −(s/k−1)δ)

：因 ， ，把

 换成  的相对误差是  的负次幂，也可忽略。

3 P → N 1/k P k ≤ N < (P + 1)k P = N 1/k(1 + O(N −1/k ⋅ ...))

P s−k N (s−k)/k = N s/k−1 N

P N k, s

J

J = Ck,s

J

ksJ

∫
λ

−λ

e(μγ)dγ =
sin 2πλμ

πμ



出发，得到

这一大步逐项拆解

直觉：那个  当  是一个越来越高、越来越窄、集中在 （即

）的"尖峰"（Dirichlet 核）。它的作用和正交关系 (★) 一模一样——把

 个变量之和"卡"在  的那张超平面上。

第二步：换变量 ，引入 。原文把  换成 ：

其中

积分取遍 \(u-1<\zeta_1+\cdots+\zeta_{s-1}

 是什么、为什么积分上限是 

ksJ = lim
λ→∞

∫
1

0
⋯∫

1

0
(ζ1 ⋯ ζs)

−1+1/k sin 2πλ(ζ1 + ⋯ + ζs − 1)

π(ζ1 + ⋯ + ζs − 1)
dζ1 ⋯ dζs.

先证那条 sin 公式。

，用了 。

1

∫
λ

−λ
e(μγ)dγ = ∫

λ

−λ
e2πiμγdγ = [

e2πiμγ

2πiμ
]
λ

−λ
=

e2πiμλ − e−2πiμλ

2πiμ
=

2i sin 2πμλ

2πiμ
=

sin 2πλ

πμ

eiθ − e−iθ = 2i sin θ

把  的 -积分截断成 ，取极限。由 (4.16)，

。把内层  的  次方展

开成  重积分（变量 ），并提出 （故左边写 ）：

2 J γ [−λ,λ]

J = limλ→∞ ∫ λ

−λ
(内层)se(−γ)dγ k−1 ∫ 1

0 ζ−1+1/ke(γζ)dζ s

s ζ1, … , ζs k−s ksJ

ksJ = lim
λ→∞

∫
λ

−λ

(∫
1

0

⋯∫
1

0

(ζ1 ⋯ ζs)
−1+1/ke(γ(ζ1 + ⋯ + ζs))d→ζ)e(−γ)dγ.

交换积分次序，先积 。把对  的积分挪到最里层，合并指数

。令

，用第 1 条的 sin 公式： 。代

回即原文式子。

3 γ γ

e(γ(ζ1 + ⋯ + ζs))e(−γ) = e(γ(ζ1 + ⋯ + ζs − 1))

μ = ζ1 + ⋯ + ζs − 1 ∫ λ

−λ
e(μγ)dγ =

sin 2πλμ

πμ

sin 2πλμ

πμ
λ → ∞ μ = 0

ζ1 + ⋯ + ζs = 1

s = 1

u = ζ1 + ⋯ + ζs ϕ(u) ζs u

ksJ = lim
λ→∞

∫
s

0

ϕ(u)
sin 2πλ(u − 1)

π(u − 1)
du,

ϕ(u) = ∫⋯∫ {ζ1 ⋯ ζs−1(u − ζ1 − ⋯ − ζs−1)}−1+1/kdζ1 ⋯ dζs−1,

ϕ(u) s



第三步：Fourier 积分定理取出 。原文回忆有限区间上的 Fourier 积分定理：在一定条

件 下  \[\lim_{\lambda\to\infty}\int_A^B\phi(u)\frac{\sin2\pi\lambda(u-C)}{\pi(u-

C)}du=\phi(C),\quad A

Fourier 积分定理在直觉上做了什么

第四步：用 Dirichlet（Euler Beta 的推广）积分算出 。原文指出最后这个  重积

分是 Dirichlet 求出的一类积分，是 Euler 积分

动机：上式的核  只依赖 ，所以应先把"固定 

那张超平面上的积分"做掉，再对  积。  就是固定  时被积

函数  在那张超平面上的积分（一个截面积分）。

1 sin 2πλ(u − 1)

π(u − 1)
u = ζ1 + ⋯ + ζs u

u ϕ(u) ζ1 + ⋯ + ζs = u

(ζ1 ⋯ ζs)
−1+1/k

怎么换的：把  用  表示， 。于是

，对前  个

变量积分即 。约束  翻译成 \(u-1<\zeta_1+\cdots+\zeta_{s-1}

2 ζs u ζs = u − (ζ1 + ⋯ + ζs−1)

(ζ1 ⋯ ζs)
−1+1/k = {ζ1 ⋯ ζs−1 ⋅ (u − ζ1 − ⋯ − ζs−1)}−1+1/k s − 1

ϕ(u) 0 < ζs < 1

为什么  从  到 ？每个 ，故和  介于  与  之间。

所以外层 。

3 u 0 s ζi ∈ (0, 1) u = ζ1 + ⋯ + ζs 0 s

∫ s

0

ϕ(1)

核  当  是一个集中在  的"采样尖峰"，且它在整条

线上的积分恒为 。所以拿它去乘任何（足够规则的）函数  再积分，效果就

是读出  在  处的值 。这是 (★) 正交关系的连续模拟（Dirichlet 核

→ 单点采样）。

1 sin 2πλ(u − C)

π(u − C)
λ → ∞ u = C

1 ϕ(u)

ϕ u = C ϕ(C)

这里 ，正好对应原方程"  个  次幂之和 （标准化后）"那张超平面。于

是 ：把和恰为  的那张超平面上的截面积分取出来。

2 C = 1 s k = 1

ksJ = ϕ(1) 1

为什么把  标准化成 ？前面换元  把  缩成 ，把  缩成 

。所以"和 "变成"和 "。  正是这个连续化、标准化后的"超平面截面体

积"。

3 N 1 ξ = Pξ′ xi ≤ P ξ′
i ≤ 1 N 1

= N = 1 ϕ(1)

ϕ(1) s − 1

B(p, q) = ∫
1

0

xp−1(1 − x)q−1dx =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)



的直接推广，结果

Beta、Gamma 与 Dirichlet 积分——从零讲清这一步

第五步：验证 Fourier 积分定理可用（  有界变差）。原文：充分条件是  有界变差。令

，则

ϕ(1) =
Γ(1/k)s

Γ(s/k)
, 从而 J = (

1

k
)
s Γ(1/k)s

Γ(s/k)
=

Γ(1 + 1/k)s

Γ(s/k)
.

Gamma 函数 ： ，对正整数 ，且

。它是"阶乘的连续版"。

1 Γ Γ(t) = ∫ ∞
0 xt−1e−xdx Γ(n) = (n − 1)!

Γ(t + 1) = tΓ(t)

Beta 函数 ： 。这是 （一个内

变量）时的本步特例。

2
B(p, q) ∫ 1

0 xp−1(1 − x)q−1dx =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)
s = 2

Dirichlet 推广（多变量 Beta）：对单纯形 ，3 {ti > 0,  ∑ ti < 1}

∫ ⋯∫ t
p1−1
1 ⋯ tpn−1

n (1 − ∑ ti)
pn+1−1

d→t =
Γ(p1) ⋯ Γ(pn+1)

Γ(p1 + ⋯ + pn+1)
.

套用。本步积分是  个变量  在  上，被积

。对照公式：每个 ，即

，共  个这样的指数（前  个变量加上  那项，合计  个）。

所以

4 n = s − 1 ζ1, … , ζs−1 ∑ ζi < 1

{ζ1 ⋯ ζs−1(1 − ∑ ζi)}−1+1/k pi − 1 = −1 + 1/k

pi = 1/k s s − 1 1 − ∑ s

ϕ(1) =
Γ(1/k)s

Γ(s ⋅ 1/k)
=

Γ(1/k)s

Γ(s/k)
.

得 。 。再用

 于 ： ，即

。代入：

这正是 (4.14)。且因 Gamma 在正实轴恒正， ，故 ——这是我们真

正需要的（保证主项不为零，  确实有大量表示）。∎

5
J ksJ = ϕ(1) ⇒ J = k−s

Γ(1/k)s

Γ(s/k)
=

(k−1Γ(1/k))s

Γ(s/k)

Γ(t + 1) = tΓ(t) t = 1/k Γ(1 + 1/k) = 1
k

Γ(1/k)

k−1Γ(1/k) = Γ(1 + 1/k)

J =
Γ(1 + 1/k)s

Γ(s/k)
= Ck,s.

Ck,s > 0 J > 0

N

ϕ ϕ(u)

ζj = utj



积分取遍 \(1-1/u

"有界变差"是什么、为什么这步成立

第 12 节　注记：方法的来源与替代（对应"注记"段）

原文：在我们对奇异积分的处理中，我们遵循了 Landau 的一篇论文 [54]。关于略为更一般的处

理，参见 Kestelman 的一篇论文 [52]。有若干手段可以避免使用 Fourier 积分定理；例如，可

以把  换成有限和

或者也可以像 Vinogradov [93, 第 3 章] 那样间接地求出 。但总的来说，引用 Fourier 积分定

理似乎是自然而恰当的。

ϕ(u) = us/k−1 ∫
1/u

0

⋯∫
1/u

0

{t1 ⋯ ts−1(1 − t1 − ⋯ − ts−1)}−1+1/kdt1 ⋯ dts−1,

有界变差（bounded variation）：粗略说，一个函数若"上上下下波动的总幅度有

限"（不会无限次剧烈抖动），就叫有界变差。单调函数（一路增或一路减）自动有

界变差；两个有界变差函数之积仍有界变差。这正是 Fourier 积分定理"采样出

"所需的规则性。

1

ϕ(C)

换元  的效果。每个  缩放  倍变成 。被积

 中，每个因子提出一个 ：共  个因子（  个

 加 ），每个贡献 ，合计 ；又

。两者相乘的  幂：

。这就是提出的 。

2 ζj = utj ζj u tj

{ζ1 ⋯ ζs−1(u − ∑ ζi)}−1+1/k u s s − 1

ζ (u − ∑) u−1+1/k us(−1+1/k) = u−s+s/k

dζ1 ⋯ dζs−1 = us−1dt1 ⋯ dts−1 u u−s+s/k ⋅ us−1 = us/k−1

us/k−1

剩下的积分是  的单调递减函数。换元后被积函数完全不含 ，  只出现在积分上

限/区域 、  里。当  增大，  减小，积分区域收

缩，正被积函数在更小区域上积分只会更小——故该积分是  的正、单调递减函

数。

3 u u u

1 − 1/u < ∑ ti < 1 tj < 1/u u 1/u

u

于是 。  是幂函数（单调，有界变差），单减

函数也有界变差，乘积有界变差。定理前提满足，第三步合法。∎

4 ϕ(u) = us/k−1 × (正单减函数) us/k−1

I(β)

k−1 ∑
0<m<P k

m−1+1/ke(βm),

J



历史与方法取舍

人物与脉络：Waring 问题源自 1770 年 E. Waring 的断言"每个正整数都是不超过若

干个  次幂之和"。Hilbert 在 1909 年证明了"个数有限"的存在性，但没有渐近计数。

真正给出渐近公式的是 Hardy 与 Littlewood 在 1920 年代用圆法完成的系列工作；本

章正是这套方法的现代精简版。Landau、Kestelman 关于奇异积分的处理，

Vinogradov 对次弧估计（Weyl 和）的革命性改进，都是这条线上的关键节点。

为什么这项工作重要：它第一次把"有多少种表示"这种定量问题，从纯组合/同余的死

胡同里解放出来，变成可计算的解析问题（积分 + 级数），并清晰地分离出"连续密度"

 与"算术修正"  两种独立机制。这一"主项 = 奇异积分 × 奇异级数"的

范式，后来成为整个解析数论（圆法）的标准模板。

避免 Fourier 积分定理的替代：(1) 把连续积分  换回离散和

，用初等求和处理；(2) Vinogradov 用间接方式定出 。

Davenport 选择直接引用 Fourier 积分定理，理由是它"自然而恰当"——概念上最透

明，代价是要核验有界变差（第 11 节第五步已做）。这是一处典型的方法取舍：透明性

vs. 自足性。

第 13 节　渐近公式的意义：密度 × 修正（对应最后一段）

原 文 ： 在 渐 近 公 式  (4.13) 中 ， 可 以 把 第 一 个 因 子   看 作 度 量 了 方 程

（ ）在实数中解的"密度"；它是某超曲面这一部分的  维测

度。换一种说法，它（在可忽略的误差范围内）是区域 \[N-\tfrac120,\dots,x_s>0\] 的  维体

积。

为什么  就是那个"体积/密度"

k

Ck,sN
s/k−1

S(N)

I(β)

k−1 ∑mm−1+1/ke(βm) J

Ck,sN
s/k−1

xk
1 + ⋯ + xk

s = N xi > 0 (s − 1)

s

Ck,sN
s/k−1

考虑  维空间中"薄壳" \(N-\tfrac12实数解去近似整点解"的连续模型——把每个整

点  想成单位体积的小盒子，薄壳的体积≈落在其中的整点数。

1 s

(x1, … ,xs)

而这个体积可由超曲面  的  维面积乘以薄壳厚度（沿法向 ）

得到，故称"  维测度"。

2 ∑xk
i = N (s − 1) ≈ 1

(s − 1)

用第 11 节标准化的语言：把  缩放，体积里提出 （  个变量各

），薄壳厚度  相对缩成 ，净得  量级；前面的比例常数经

3 xi = N 1/kti N s/k s

N 1/k 1 N −1 ⋅ (...) N s/k−1



原文：第二个因子  可以看作一个补偿因子，用以反映这样一个事实：整数的  次幂并不像

实数的  次幂那样均匀分布，因为前者受到同余限制的约束。（  与同余之间的关系将在下

一节中浮现。）于是，渐近公式的结论用略嫌含糊的话说就是：把一个大数表示为  个正整数 

次幂之和的表示数，渐近地由这两种影响所主导，前提是  大于  的某个函数。

为什么需要"补偿因子" ——一个具体例子

实数密度

Cₖ,ₛ · Nˢ⁄ᵏ⁻¹
× 算术修正

𝔖(N) 奇异级数
≈ 表示数

r(N)

来自奇异积分 J（连续/分析） 来自完全和 Sₖ,ₘ（同余/算术）

圆法的核心范式：主项 = 奇异积分 × 奇异级数

本章的最终图景：解的个数  渐近地等于"实数密度"与"算术修正"之积，分别由奇异积分与奇异级数给

出。

第 11 节算得正是 （这就是奇异积分  的几何身

份）。所以  = 薄壳体积 = 实数解密度。

Ck,s = Γ(1 + 1/k)s/Γ(s/k) J

Ck,sN
s/k−1

S(N) k

k S(N)

s k

s k

S(N)

"实数密度"  默认  次幂在数轴上均匀铺开。但整数的  次幂不均匀：

它们受同余约束。例如  时，平方数模  只能是  或 ，绝不会是 。

1 Ck,sN
s/k−1 k k

k = 2 4 0 1 2, 3

于是若  落在某些剩余类里，可表示性会被增强或削弱。  正是把"对每个模

 的解数相对均匀情形的偏差"全部乘起来的修正：  表示比均匀情形更易

表示，  表示更难，  表示根本无解（局部障碍）。

2 N S(N)

q S(N) > 1

< 1 = 0

这就是为什么 。两个因子分别来自圆法的两半：

奇异积分 （分析/连续）与奇异级数 （算术/离散）。  与同余

的精确关系（写成各素数处"局部密度"之积）将在下一章展开。

3 r(N) = (实数密度) × (算术修正)

J = Ck,s S(N) S(N)

"  大于  的某个函数"：本章要求  才让所有估计成立；这是渐近公式

成立的代价——项数要足够多，主项才稳稳压过误差。后续工作把这个门槛从指数

级  一路降到线性级。

4 s k s ≥ 2k + 1

2k

r(N)



全章脉络一句话回顾  (4.1) 把计数变积分 → 第 2/3 节定主弧次弧战略 → 引理 4.1 用

Dirichlet 逼近 + Weyl 估计 + Hua 不等式把次弧压进误差 → 引理 4.2 在主弧上把  拆成

算术因子  × 分析因子  → 引理 4.3 整段主弧积分 =  →

定理 4.1 推极限、算 ，得渐近公式 。两大

主角奇异级数 （算术）与奇异积分 （分析）就是答案的两半。

返回 全书目录

T

q−1Sa,q I(β) P s−kS(P δ,N)J(P δ)

J = Ck,s r(N) = Ck,sN
s/k−1S(N) +小误差

S(N) J

https://2026.shisheng.li/davenport/%E9%A6%96%E9%A1%B5.html

