
← 全书目录 | 本章译文 | 高中详解 | 原文 PDF

DAV E N P O R T  ·  圆法  ·  高中详解版

数的几何
The geometry of numbers

本章要解决什么 · 读完能掌握什么

这一章和前面"圆法"主线看似无关，其实是为后面"三次型"（第 13 章起）准

备的一件几何工具。它研究的核心对象叫格（lattice）——就是空间里一

张"均匀的钉子板"，钉子（格点）按照规则铺满整个空间。我们想回答一个非

常具体的问题：

"在一个半径为  的球里，这张钉子板上有多少颗钉子？"

这看似简单，但当格被拉得"又长又扁"时，答案会千差万别。本章引入一组数

（叫相继极小），用它们就能把"球里有几个格点"这件

事算清楚（引理 12.4）。最后的引理 12.6 是给三次型问题量身定制的结论：

它保证某组不等式的解的个数，当区间缩小时不会缩小得太快。

读完你会掌握：①  什么是格、格的基、格的行列式；②  闵可夫斯基

（Minkowski）两条基本定理的思想（引理 12.1、12.2）；③ 相继极小如何

刻画一个格；④ 伴随格（极格）与 Mahler 定理；⑤ 如何把一组线性不等式

翻译成"球里数格点"的问题。沿途所有超出高中的记号（ 、矩阵、 、

、向量内积、  维球体积……）都从零讲起。
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第 0 节 · 先补齐高中没学过的"地基"

本章会反复用到几样东西，高中课本里没有或只讲了一点点。先在这里一次性讲清

楚，后面遇到就不再打断。

0.1  维空间里的"点"和"向量"

高中里平面上的点写成 ，空间里写成 。把这个推广：所谓  维空间

里的一个点，就是  个实数排成的一串

记号 （黑体 x） 读作"向量 x"。它代表  个数  的整体。脚标 

读作"x 下标 1"，是这个点的第 1 个坐标。  是空间维数（一个固定的正整数，

比如 2、3、6）。把  想成"从原点  出发指向该点的箭头"也完

全可以——本章"点"和"向量"是一回事。

两个向量可以相加  ，也可以乘一个数

，就跟平面向量一样，只是分量更多。

0.2 点到原点的距离 

平面上点  到原点距离是 （勾股定理）。  维里照搬：

记号 读作"x 的模长"或"x 的长度"，就是点  到原点  的直线距离。注意：

每个坐标的绝对值一定不超过总长度，即 （因为

）。这个小事实后面会用到好几次。

0.3 线性型、线性组合、线性无关
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一个线性型（ linear form）就是若干变量的 "一次齐次 "表达式，例如

，没有常数项、没有平方项。它无非是"把各变量按固定系数加权

求和"。

把若干向量  各乘一个数再加起来， ，叫它们

的一个线性组合。

若一组向量中"谁都不能写成其余几个的线性组合"，就说它们线性无关（linearly

independent）。直观说：  个线性无关的向量"撑开"了整个  维空间，方向上互

不重复。平面里  与  线性无关；而  与  线性相关（后者是

前者 2 倍，方向重复）。

0.4 矩阵与行列式 

把  个数排成  行  列的方阵，叫一个  矩阵，记作 ，  是第

 行第  列那个数。

记号  是希腊字母，读"拉姆达"。  读作"拉姆达 i j"，下标  是行号、

是列号。

每个方阵有一个数叫它的行列式，记作  或 。它的几何意义是关键：

 的几何意义（务必记住） 把矩阵的  个列向量当成  维空间里  条棱，

它们张成一个"平行体"（二维是平行四边形，三维是平行六面体）。  就等于

这个平行体的体积。 若 ，说明这些列向量"压扁了"（线性相关，挤在

低维里），体积为 0。所以" "正是"这  个方向真正撑满  维、线性无

关"的代数说法。

二维例子：列向量  组成的矩阵 ，行列式 ，绝对

值正是这两个向量张成的平行四边形面积。这个高中选修里见过。
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0.5 整数集  与"整系数"

记号 读作"整数集"，指  全体整数（来自德语

Zahlen "数"）。说变量"取整数值"就是只允许它在  里跳。本章格点的本质，

就是"系数被限制成整数"。

0.6 数量级记号 、 、 、

分析数论里不追求精确常数，只关心"大约多大"。这套记号是全章的语言，务必先

吃透。

（读作"A 远小于等于 B"，即 ）

意思是：存在一个常数 （在本章里这个  只许依赖维数 ，不许依赖别

的变量），使得  永远成立。通俗讲就是"  至多是  的某个固定倍

数"。例如 （当 ），因为 。

（读作"A 远大于等于 B"）

就是  反过来写：存在固定常数  使 。即"  至少是  的

某个固定倍数"。

（读作"A 与 B 同阶"）

同时有  与 。意思是  被夹在两个正常数之间，  和  "差

不多大、只差一个有界倍数"。本章正文里临时也写成 （原书用 ）。

为什么允许这么"粗" 本章服务于后面三次型的次弧估计，那里只需要"数量级

对、误差被主项压住"，常数  具体是 7 还是 700 无所谓。Davenport 在开篇

就声明：依赖  的常数对我们的目的不重要。所以全章放心地用 。

0.7  维球的体积 

圆面积 、球体积 ，都是"  乘一个只跟维数有关的常数"。一般地，  维

空间里半径  的球，体积 。
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记号 表示  维空间里半径为 1 的球的体积（一个只依赖  的正常数）。比如

（单位圆面积）， 。把半径放大到 ，体积按比例放大  倍，

得 ——因为长度放大  倍，  维体积就放大  倍。

0.8 历史背景：什么是"数的几何"

"数的几何 "（geometry of numbers）这门学科由德国数学家闵可夫斯基

（Hermann Minkowski, 1864–1909）在  1896 年前后创立。它的革命性想法

是：很多关于整数解的纯算术问题（"某个不等式组有没有非零整数解？"），可以

翻译成几何问题（"某个对称凸区域里是否含有格点？"），从而用体积、对称这类

直观工具去解决。闵可夫斯基本人用它在数论、二次型理论里取得了一连串突破。

本章只取其中"处理线性不等式"够用的几条，证明也用了对我们够用的简化版本

（用球/椭球代替一般凸体）。

第 1 节 · 格、基、行列式

译文 我们现在来证明数的几何中的若干基本结果，仅限于那些有助于处理线性

不等式的结果。更完整的论述（例如 Cassels 给出的 [12]）会既更一般又更精

确：更一般之处在于把普通的距离换成了某种度量下的距离，更精确之处在于

注意到了依赖于 （维数）的常数。这类常数对我们所要达到的目的而言并不

重要。

这段在说什么：开宗明义交代"取舍"。Davenport 告诉你他故意只讲一个简化

版。 "更一般 "指：本章只用普通的欧氏距离  ，而完整理论

（Cassels 的专著，方括号  [12] 是书末参考文献编号）允许用别的 "距离度

量"。"更精确"指：本章对那些只依赖  的常数一律用  糊弄过去，不去算它
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们到底是多少。最后一句给出理由——后面三次型的应用里，这些常数被吸收

进"误差项"里，取值无所谓。这就是 0.6 节那套粗记号的"许可证"。

译文  维空间中的一个格 ，是由  个变量  的  个线性型——当

这些变量取整数值时——所给出的所有（实）点  构成的集

合：

用矩阵记号即 。系数  是满足  的实数。

这段在定义本章的主角"格"。逐字拆开看。我们手里有  个固定的实数 （这

是"模板"，定好就不动了）。再准备  个变量 ，规定它们只能取整数。

每给一组整数 ，上面那组式子就算出一个点 。把所有可能的整数组

对应的点  收集起来，这一大堆点的集合就叫格 。

记号 、 、  是大写希腊字母，读"拉姆达"，既表示这个格，也表

示那个系数矩阵 。  读"u 下标 j"，是只能取整数的参数。  是把

上面  行式子"打包"成的矩阵乘法写法：把  这一竖列乘上矩

阵 ，结果就是 。条件 （见 0.4）保证这  个线性型"互不重复方

向"，格才真正铺满  维而不是塌缩到低维。

最简单的例子 取 ， ， ，则

。于是格  就是所有整数坐标的点 ，即平面上

标准的方格钉子板 。一般的  无非是把这块方格钉子板"拉伸、剪切、

旋转"成一张倾斜的网。
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标准格 ℤ²（方网） 一般格 Λ（倾斜网）

格就是一张均匀的"钉子板"。左边是标准方格，右边是被拉斜的格；两条红线是右图的一

组"基向量"（见下文）。

译文 对变量  施行一个行列式为 1 的整系数线性代换（幺模代换）

不改变这个格。该格的点也可以表示为

其中 ， 。点  构成该格的一

组基，而刚才提到的变量更换正对应于基的更换。

这段引入"基"，并指出格的描述不唯一。先解释第二个式子：把矩阵乘法 

换种眼光看。  的第  列是向量 。矩阵乘向量，本质就

是"用  把第  列加权再求和"，所以

记号  与"基"  读"x 上标 j"（括号里的  不是次方，只是编号），是矩阵

 的第  个列向量。这  个向量叫格的一组基（basis）：意思是格里每一个点

都能、而且只能用一种方式写成它们的整数系数组合 。在上面右图

u1, … ,un

x = u1x(1) + ⋯ + unx(n),

x(j) = (λ1j, … ,λnj) j = 1, … ,n x(1), … , x(n)

x = Λu

Λ j x(j) = (λ1j, … ,λnj)

uj j

x = u1x(1) + u2x(2) + ⋯ + unx(n).

x(j) x(j) j

Λ j n

∑ujx
(j)



里，那两条红线就是一组基；整张红网上的每颗钉子，都是"沿红线 1 走整数步

+ 沿红线 2 走整数步"到达的。

"幺模代换不改变格"是什么意思？同一张钉子板，可以选不同的两条基向量去描述

它（就像同一面墙可以用不同的两块地砖去铺）。换基对应于对参数 

做一个变量替换。能用的替换必须满足两条：(1) 系数是整数（否则会跳到非格

点）；(2) 这个替换可逆、且逆也是整系数（否则换过去的"新基"撑不出原来全部的

点）。线性代数告诉我们，整系数且整系数可逆  这个替换矩阵的行列式 

。行列式为 （或 ）的整系数矩阵就叫幺模（unimodular，"幺"指 1）。换一

组基，钉子板本身一颗钉子都没动，只是描述它的"坐标系"变了。

幺模换基的二维例子 标准格 ，原基是 。换成 

：替换矩阵 ，行列式 ，是幺模的。用新基

，当  跑遍整数时，  也跑遍所

有整点——还是同一张方格板。但若错用 （行列式 ，非幺

模），就只能得到横坐标为偶数的点，丢了一半钉子，那是另一张更稀疏的

格。

译文 我们用下式定义  的行列式 ：  这是一个正数，

不受变量的幺模更换影响。该格的密度（在显然的意义下）为 。任意

一组  个格点的坐标的行列式都是  的整数倍。为方便起见，我们通常假

设 。

这段定义"格的行列式"——格最重要的一个数，并给它几何意义。

记号 读"d of Lambda"，定义为系数矩阵行列式的绝对值 ，恒

为正数（因为  且取了绝对值）。由 0.4 的几何意义，  正是基向量

 张成的那个平行体的体积——也就是钉子板里"一个网格单元

（基本胞腔）的体积"。
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Λ d(Λ)  d(Λ) = | detλij|;

1/d(Λ)

n d(Λ)

d(Λ) = 1

d(Λ) |detλij|

det ≠ 0 d(Λ)
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逐句解释三个论断：

最后"通常假设 "只是为了式子干净：把网格统一缩放，使一个胞腔体积

恰为 1。这不损失一般性，因为任何格都能通过整体缩放化到 ，结论再

缩放回去即可。

译文 空间的一个仿射变换是一个（齐次）线性变换，它从  到

，系数为实数且行列式 。该变换把  空间中的格  映为  空

间中的格 ；如果这个变换的行列式为 1，则 。

"不受幺模更换影响"：换基相当于把  右乘一个幺模矩阵 （

）。由行列式乘法法则

，取绝对值后

。所以无论怎么换基，  都不变——它是钉子板

本身的属性，和你怎么描述它无关。这正对应"同一张网，单元胞腔的体积

是定的"。

1 Λ U

detU = ±1

det(ΛU) = det Λ ⋅ detU = det Λ ⋅ (±1)

|det(ΛU)| = | det Λ| d(Λ)

"密度为 "：每个体积为  的胞腔里恰好"摊到一个格点"，所以

单位体积里的格点数（密度）= 。胞腔越大、网越稀、密度越低，

符合直觉。这个"显然的意义"在引理 12.1 的证明里会被精确用到（大立方

体内格点数 ）。

2 1/d(Λ) d(Λ)

1/d(Λ)

≈ Xn/d(Λ)

"任意  个格点坐标的行列式是  的整数倍"：任取格里  个点，每个

都是基的整系数组合，第  个点 （ ）。把这  个

点的坐标排成矩阵，等于整数矩阵  乘基矩阵 。两边取行列式：

。其中  是整数矩阵的行列式，必为整

数。所以这  个格点坐标的行列式 ，取绝对值就是

 的整数倍。这个事实在引理 12.2 里立刻要用。

3 n d(Λ) n

k = ∑jmkjx
(j) mkj ∈ Z n

(mkj) Λ

det = det(mkj) ⋅ det Λ det(mkj)

n = (整数) × det Λ

d(Λ)

d(Λ) = 1

d(Λ) = 1

x1, … ,xn

y1, … , yn ≠ 0 x Λ y

M d(Λ) = d(M)



这段引入"仿射变换"——一种把一张钉子板整体搬成另一张的操作。这里的"仿射/

齐次线性变换"就是用一个  实矩阵  把每个点  换成 （没有平

移，所以"齐次"，原点仍去原点）。要求 ，保证变换可逆、不把空间压

扁。

记号 （新字体 M） 读"格 M"，表示把  经仿射变换后得到的新格（在新坐

标  空间里）。

为什么  时 ？变换  把任何体积都放大  倍（这

是   的几何意义）。格的胞腔体积是  ，变换后变成  。若

（ "等积变换 "，比如旋转、错切都属此类），体积不变，故

。这条性质马上在引理 12.1 的证明里用到："把椭球变成球"用的就

是一个  的仿射变换，既不改变格的行列式、也不改变体积大小关系。

第 2 节 · 引理 12.1：闵可夫斯基第一定理（大体积椭球必含

格点）

译文 · 引理 12.1 任何以原点  为中心、体积  的椭球，在每一个行列式为

1 的格中都包含一个异于  的点。

先把这句翻译成人话。椭球就是球被各方向不等地拉伸后的形状（二维是椭圆，把

圆压扁；三维是橄榄球/铅球那种）。"以原点为中心"指它关于  对称。结论是：只

要这个椭球足够大（体积超过  这个门槛），那么不管钉子板（  的格）怎

么摆，椭球里除了正中间的原点之外，一定还罩住至少一颗钉子。

记号  与  读"2 的 n 次方"，是维数决定的临界体积（  时是 4，

 时是 8……）。  是原点 ，本身永远是格点（取

n × n A x y = Ax

detA ≠ 0

M Λ

y

detA = 1 d(Λ) = d(M) A |detA|

det d(Λ) |detA| ⋅ d(Λ)

detA = 1

d(M) = d(Λ)

det = 1

O > 2n

O

O

2n d = 1

2n O 2n n = 2

n = 3 O (0, … , 0)



）。引理要找的是"另一颗"非零格点。

为什么门槛恰是 （动机） 这是闵可夫斯基定理的精髓。想象把椭球缩小一半

（线性尺寸各减半）得到"半椭球"，它体积是原来的 ，即 。一堆体积

之和超过 1 的东西若全塞进"一个胞腔"的位置去比对，必然有重叠——重叠就逼

出两颗钉子离得很近，从而逼出一颗非零近原点的钉子。门槛  正是为了

让"半尺寸体积  单位胞腔体积"。下面的证明就是把这个思想做实。

译文 · 证明 只需对球证明此结果即可，因为一个椭球可以通过空间的一个行列

式为 1 的仿射变换变为一个球。设  为球的半径。由于 ，当

 时，  在大边长  的立方体内的点数渐近于 。如果我们在每一

个这样的格点处放置一个半径为 （因而体积 ）的球，则它们的总体

积渐近于 。它们全都包含在边长为  的立方体内。对于大的 ，

我们有 ，于是这些球必定重叠。因此存在  的两个相距

小于  的不同点，从而存在  的一个异于  的点，它与  的距离小于 。

原文这段是高度浓缩的"鸽笼+体积"论证，每一步都有省略。下面一步一句补全。

u1 = ⋯ = un = 0

2n

1/2n > 1

2n

> 1 =

ρ d(Λ) = 1

X → ∞ Λ X Xn

1
2 ρ V > 1

VXn X + ρ X

VXn > (X + ρ)n Λ

ρ Λ O O ρ

为何"只需对球证明"。椭球可由一个  的仿射变换  拉回成球

（各轴方向反向缩放，使三条半轴变得一样长；适当选  可让 

）。由第 1 节末，  的变换既保持格的行列式（  仍是

），又保持"含不含非零格点"这件事（变换可逆，格点对格点、椭球

内点对球内点一一对应）。还保持体积（  仍 ）。所以"球的情形

成立"自动推出"椭球的情形成立"。这就把问题简化成了球。

1 det = 1 A

A detA = 1

detA = 1 d = 1

d = 1

> 2n > 2n

设球半径为 。球体积 （题设）。记半径减半的小球体积

。这就是关键不等式  的来历

——它直接来自"体积 "这个门槛。

2 ρ = Jnρ
n > 2n

V = Jn( 1
2 ρ)n =

Jnρ
n

2n
>

2n

2n
= 1 V > 1

> 2n



大立方体里的格点数 。取一个边长为  的大立方体（中心在原

点）。因为 ，格的密度是 1（每单位体积一个点，见第 1 节），所

以立方体里格点数 （立方体体积） ，当  越来越大时这个近似

越来越准（"渐近于 "就是这个意思）。

3 ≈ Xn X

d(Λ) = 1

≈ = Xn X

Xn

在每个格点处放一个半径  的小球。立方体内约  个格点，每个配一

个体积为  的小球，小球总体积 。

4 1
2 ρ Xn

V ≈ V ⋅ Xn

这些小球都装在一个稍大的立方体里。每个小球球心在边长  的立方体

内，半径 ，所以球面最多探出 ；两侧都探出，整体被边长 

的立方体兜住。这个大盒子体积 。

5 X

1
2 ρ

1
2 ρ X + ρ

= (X + ρ)n

体积比较逼出重叠（鸽笼原理的体积版）。当  足够大时，比较"小球总体

积"与"盒子体积"：

因为 （第 2 步），而 （当

，括号里趋于 1）。于是只要  大到使 \(\big(1+\tfrac\rho

X\big)^n(X+\rho)^n\)，即小球总体积 > 装它们的盒子体积。一堆东西总

体积超过容器体积，它们必有重叠（否则总体积不会超过容器）。

6 X

VXn vs (X + ρ)n.

V > 1
(X + ρ)n

Xn
= (1 +

ρ

X
)
n

→ 1

X → ∞ X

重叠 = 两个球心靠得近。两个半径都为  的小球若重叠，它们的球心

（两个不同格点 ）距离 。所以存在两个不同格点相

距小于 。

7 1
2 ρ

p, q < 1
2 ρ + 1

2 ρ = ρ

ρ

平移到原点，得非零近原点格点。格的关键性质：两格点之差仍是格点

（因为 ，整系数相减仍整系数，故

 是格点）。令 ，它非零（因 

8

p = ∑ ajx
(j),  q = ∑ bjx

(j)

p − q = ∑(aj − bj)x(j) z = p − q p ≠ q



边长 X 的立方体（含 ≈ Xⁿ 个格点）

总体积 V·Xⁿ > 盒子体积 → 必有两球相交

O
z=p−q

两近格点之差 = 半径 ρ 球内的非零格

左：在每个格点放半径 ½ρ 的小球，体积一旦超过容器就被迫重叠。右：重叠 ⇒ 存在相距

<ρ 的两格点 ⇒ 其差是球内非零格点。

译文 · 注 这一结果——把椭球换成任何关于  有中心对称性的凸体——就是

闵可夫斯基第一基本定理。其证明本质上相同。

这条注交代历史与推广。"凸体"（convex body）指一块鼓鼓的、没有凹陷的立体

区域：里面任意两点连线整段都在区域内（圆、椭球、立方体、正多面体都是凸

的；月牙形、五角星不是）。"关于  中心对称"指  在里面  也在里面。闵

可夫斯基 1896 年的第一基本定理说：体积  的中心对称凸体必含非零格点

——这是数的几何的奠基定理。本章为省事只对椭球证（够后面用），但

Davenport 提醒你：换成一般凸体，上面那套"半尺寸小球体积  必重叠"的证

明几乎一字不改照样成立（凸性保证"两点之差落在原凸体内"这一步）。

第 3 节 · 相继极小：用  个数刻画一张格

），且 。这正是"一个异于 、到  距离小于  的格

点"——它落在半径  的球内。∎

|z| = |p − q| < ρ O O ρ

ρ

O

O x ⇒ −x

> 2n

> 1

n



译文 一个格  的相继极小定义如下。设  为  中任一异于  的点到  的

最小距离，并设  为  中一个处于该距离的点。用  表示点  到  的

距离，则有 。设  为  中任一不在直线  上的点到 

的最小距离，并设  为满足  的这样一个点。设  为  中任

一不在平面  上的点到  的最小距离，依此类推。我们得到数

 与线性无关的点 ，使得

这是全章的核心定义，务必弄懂。动机：一张格可能"各方向疏密悬殊"——某个方

向钉子排得很密（最近的非零钉子很近），换个方向却很疏。我们想用一串数把这

种"各方向有多密"量化出来。做法是"贪心地一层层往外找最近的新方向"。

记号  与  是希腊字母，读"纽"，当编号用（ ）。

读"R 下标 纽"，是第  个相继极小。记号  表示"由  与  张成的

直线"；  表示由这三点张成的平面；一般地 

是一个  维"子空间"。

定义过程一步步是：

Λ R1 Λ O O

x(1) Λ |x| x O

|x(1)| = R1 R2 Λ ⟨O, x(1)⟩ O

x(2) |x(2)| = R2 R3 Λ

⟨O, x(1), x(2)⟩ O

R1, … ,Rn x(1), … , x(n)

0 < R1 ≤ R2 ≤ ⋯ ≤ Rn, |x(ν)| = Rν.

Rν ⟨⋯⟩ ν ν = 1, 2, … ,n Rν

ν ⟨O, x(1)⟩ O x(1)

⟨O, x(1), x(2)⟩ ⟨O, x(1), … , x(k)⟩

k

 全部非零格点里离原点最近的那个距离；取一个达到它的点叫 

，于是 。（这刻画了"最密方向有多密"。）

1 R1 = x(1)

|x(1)| = R1

 在"不躺在  那条直线上"的格点里，离原点最近的距离；取达到

它的点叫 。为何要排除那条直线？因为直线上的点（如 ）

只是  方向的重复，提供不了"新方向"。我们要的是一个真正新的、线

性无关的方向。

2 R2 = x(1)

x(2) 2x(1), 3x(1)

x(1)

 在"不躺在  张成的那张平面上"的格点里，离原点最近的距

离；取点 。如此每次都跳出上一层张成的子空间，找一个最近的新方

3 R3 = x(1), x(2)

x(3)



O

R₁ (x⁽¹⁾)

R₂ (x⁽²⁾)

二维例子：R₁ 是最近非零格点的距离（红，沿横向）；R₂ 是"不在那条横线上"的最近格点距

离（绿）。两圈半径就是 R₁≤R₂。

向。

做满  步，得到  个数  和  个点 。由于每步

都跳出前面所有方向张成的子空间，这  个点必然线性无关。

4 n n R1, … ,Rn n x(1), … , x(n)

n

为何 ？因为找  时的候选点集（"不在前  个

方向张成的子空间里"的格点）是找  时候选集的子集（限制更严，排除

得更多）。在更小的范围里求最小，结果只会更大或相等，所以

。又因为非零格点离原点总有正距离（格点是离散的，最近的

非零点不会贴在原点），故 。

5 R1 ≤ R2 ≤ ⋯ ≤ Rn Rν+1 ν

Rν

Rν+1 ≥ Rν

R1 > 0



译文 点  可能不止一种选法，但容易看出这不影响数

 的唯一性。这些数就是  的相继极小，而  是 

的一组极小点。这些点不一定构成一组基，尽管在  时恰好如此。

这段澄清两个细节。第一，达到最近距离的点可能有好几个（例如对称的格里 

和  距离一样），所以"极小点"  选法不唯一；但距离值  是唯一的——

因为  被定义成"某个候选集里的最小距离"，最小值这个数不会因为有多个点达

到它而改变。原文说"容易看出"，补全这一句理由即如上。

"极小点" vs "基" 的区别（重要） 极小点  一定线性无关，但不

一定能用它们的整系数组合凑出格里每个点（也就是不一定是基）。  时恰

好它们也是基；但维数  时可能出现"极小点撑出的整系数格比原格稀疏"的

反例。这正是下一节引理 12.3 要解决的麻烦：从极小点出发，调整出一组真正

的基 ，同时让它的长度仍 。

第 4 节 · 引理 12.2：相继极小之积被夹住（闵可夫斯基第二

定理）

译文 · 引理 12.2 若 ，则有

其中  表示  维中半径为 1 的球的体积。

这条引理说：  个相继极小的乘积 ，被牢牢夹在  与  之间

——两端都是只依赖  的常数。换言之，对  的格， 。意

义：某个方向特别密（  很小）必然以另一个方向特别疏（别的  很大）为代

x(1), … , x(n)

R1, … ,Rn Λ x(1), … , x(n) Λ

n = 2

x(1)

−x(1) x(ν) Rν

Rν

x(1), … , x(n)

n = 2

≥ 5

X(ν) ≍ Rν

d(Λ) = 1

1 ≤ R1R2 ⋯Rn ≤ 2n/Jn, (12.1)

Jn n

n R1R2 ⋯Rn 1 2n/Jn
n d = 1 R1 ⋯Rn ≍ 1

Rν R



价，疏密"总账守恒"。这与第 1 节"胞腔体积固定为 1"是一回事的精细化。下面分

别证下界和上界。

译文 · 证明（下界） 我们可以绕  旋转  维空间，直到

由于这  个点的行列式是  的整数倍，而它们又线性无关，故

。由于 ，我们得到

。

O n

x(1) = (x(1)
1 , 0, … , 0),  x(2) = (x(2)

1 ,x(2)
2 , 0, … , 0),   … ,  x(n) = (x(n)

1 , …

n d(Λ) = 1

|x(1)
1 x

(2)
2 ⋯x

(n)
n | ≥ 1 Rν = |x(ν)| ≥ |x(ν)

ν |

R1R2 ⋯Rn ≥ 1

旋转坐标系做"三角化"。旋转不改变任何长度和距离（刚体转动），所以不

改变 、不改变 、不改变是否格点。我们转动坐标轴，使第一个极

小点  正好躺在第 1 根坐标轴上（于是它只有第 1 个坐标非零）；再使

 落在前两根轴张成的平面里（第 3 个起的坐标为 0）；依此类推。结

果坐标矩阵成"下三角"形状（对角线下方可非零、上方全为 0），如译文所

列。为什么能这样转？因为  张成的是个  维子空间，总能

把坐标系转得让这个子空间正好是"前  根轴"张成的那个，这是线性代数

里的标准事实（Gram–Schmidt 正交化的几何版）。

1

Rν d(Λ)

x(1)

x(2)

x(1), … , x(ν) ν

ν

三角矩阵的行列式 = 对角线之积。对下三角矩阵，  对角元乘积

（上三角部分全 0，展开只剩这一项）。

2 det =

= x
(1)
1 x

(2)
2 ⋯x

(n)
n

这个行列式的绝对值 。由第 1 节第 3 条：任意  个格点坐标的行列式

是  的整数倍 （整数）  整数。又这  个极小点线性无关，行

列式 ，所以是个非零整数，绝对值 。于是 

。

3 ≥ 1 n

d(Λ) = ×1 = n

≠ 0 ≥ 1 |x(1)
1 x

(2)
2 ⋯x

(n)
n | ≥ 1

每个对角元不超过对应点的长度。由 0.2 的小事实 

（一个坐标的绝对值不超过整个向量的模长）。

4 |x(ν)
ν | ≤ |x(ν)| = Rν



译文 · 证明（上界） 为得到  的上界，我们考虑椭球

它不包含  的任何异于  的点。事实上，设  的某点  线性依赖于

 但不依赖于 ，其中 。则按  的

定义有 。又 ；于是

因此  不在该椭球内。由引理 12.1 可知该椭球的体积 。该体积为

，于是所需不等式成立。

这一半要用引理 12.1 反着用："若椭球太大就会含非零格点；现在我造一个恰好不

含非零格点的椭球，那它就不能太大，由此把  卡在上面。"逐步补全：

连乘得下界。把第 4 步对所有  相乘：

 结合第 3 步

，得 。下界证毕。

5 ν

 |x(1)
1 x

(2)
2 ⋯x

(n)
n | = ∏ν |x(ν)

ν | ≤ ∏ν Rν = R1 ⋯Rn.

1 ≤ |x(1)
1 ⋯x

(n)
n | 1 ≤ R1R2 ⋯Rn

R1R2 ⋯Rn

x2
1

R2
1

+ ⋯ +
x2
n

R2
n

< 1.

Λ O Λ x

x(1), … , x(ν) x(1), … , x(ν−1) 1 ≤ ν ≤ n Rν

|x| ≥ Rν xν+1 = 0, … ,xn = 0

x2
1

R2
1

+ ⋯ +
x2
n

R2
n

≥
x2

1 + ⋯ + x2
ν

R2
ν

≥ 1.

x ≤ 2n

(R1R2 ⋯Rn)Jn

R1 ⋯Rn

构造椭球。取椭球 。它的  条半轴长正是

（沿第  轴，令其余坐标为 0，边界处 ）。选这个椭

球的动机：把"各方向相继极小 "直接做成各方向的半轴，这样它的体积

里就自然含有 。

1
E :  

x2
1

R2
1

+ ⋯ +
x2
n

R2
n

< 1 n

R1, … ,Rn k xk = Rk

Rν

R1 ⋯Rn

断言：  内没有非零格点。反证地考察任意非零格点 。设它"恰好用到

第  个方向"——即  能写成  的组合，但写不成

2 E x

ν x x(1), … , x(ν)



 的组合（每个非零格点都有这样一个确定的"最高层级 

"）。

x(1), … , x(ν−1) ν

它的长度 。因为  不在  张成的子空间里（第 2

步），按  的定义（"不在前  个方向子空间里的最近距离"），有

。

3 ≥ Rν x x(1), … , x(ν−1)

Rν ν − 1

|x| ≥ Rν

它的高位坐标全为 0。在第 1 步那套三角化坐标里，  的第

 个及以后坐标都是 0；  是它们的组合，所以  也满足

。

4 x(1), … , x(ν)

ν + 1 x x

xν+1 = ⋯ = xn = 0

代入椭球表达式，证明 。

其中 (a) 用第 4 步把  之后的项扔掉（它们是 0）；(b) 因为

，所以分母  都 ，把前面各项的

分母统一放大到 ，每项只会变小，整体 ；(c) 因为

， ；(d) 用第

3 步 ，故 。

5 ≥ 1

x2
1

R2
1

+ ⋯ +
x2
n

R2
n

=
(a)

x2
1

R2
1

+ ⋯ +
x2
ν

R2
ν

≥
(b)

x2
1 + ⋯ + x2

ν

R2
ν

=
(c)

|x|2

R2
ν

≥
(d)

1

ν

R1 ≤ R2 ≤ ⋯ ≤ Rν R1, … ,Rν ≤ Rν

R2
ν ≥

xν+1, … ,xn = 0 x2
1 + ⋯ + x2

ν = x2
1 + ⋯ + x2

n = |x|2

|x| ≥ Rν |x|2/R2
ν ≥ 1

结论：该值 ，所以  不满足" "，即 。因此  里除原点外

没有格点。

6 ≥ 1 x < 1 x ∉ E E

用引理 12.1 反推体积上界。引理 12.1 说"体积  的中心椭球必含非零

格点"。  恰恰不含非零格点，所以它的体积不能 ，即

。

7 > 2n

E > 2n

vol(E) ≤ 2n



译文 · 注 引理 12.2 以及关于相继极小的定义，同样可以推广到以  为中心的

任意凸体。在这种更一般的形式下，引理 12.2 就是闵可夫斯基第二基本定

理；不过它的证明要困难得多。注意引理 12.2 蕴含 ，这正是引理

12.1 的结果。

历史定位：这条注告诉你引理 12.2 的"豪华版"叫闵可夫斯基第二基本定理（把球/

椭球换成一般中心对称凸体，相继极小也按那个凸体来定义）。它比第一定理深得

多，闵可夫斯基本人的完整证明相当费力。Davenport 这里用椭球的版本是"够用

就好"的取舍。

"蕴含引理 12.1"的验证：由 ，把乘积里每个因子都缩小到

最小的  ： ，即  

。而  正是半径  的球体积。它  等价于说："若一个中心球体积 

，就不可能  该球半径，也就是  半径，即存在距离  半径的非零格

点"——这正是引理 12.1。可见第二定理确实把第一定理当特例包含了。

第 5 节 · 同阶记号  与引理 12.3：把极小点修成一组好基

译文 我们暂时引入记号  来表示同时有  与 ；换言之，

表明  在上下两端都被仅依赖于  的数所界住。

算出  的体积并收尾。椭球  由单位球各轴拉伸  倍得到，

体积 = 单位球体积  各轴拉伸倍数之积 。代入上一

步：  即

上界证毕。合并下界，(12.1) 全部成立。∎

8 E E R1, … ,Rn

× = Jn ⋅ R1R2 ⋯Rn

 (R1R2 ⋯Rn)Jn ≤ 2n,

R1R2 ⋯Rn ≤
2n

Jn
.

O

JnR
n
1 ≤ 2n

R1 ≤ R2 ≤ ⋯ ≤ Rn

R1 Rn
1 = R1 ⋅ R1 ⋯R1 ≤ R1R2 ⋯Rn ≤ 2n/Jn JnR

n
1 ≤ 2n

JnR
n
1 R1 ≤ 2n > 2n

R1 ≥ R1 < <

≍

A ≍ B A ≪ B A ≫ B

A/B n



这就是 0.6 节已经预讲过的 。Davenport 在这里正式登场使用它：  读"A

与 B 同阶"，意思是存在只依赖  的常数  使 ，即 

互相被对方的常数倍夹住。后面引理 12.3、12.4、12.5、12.6 全靠这个记号简洁陈

述。"暂时"指它只在本章好用。

译文 · 引理 12.3 经过空间的适当旋转后，任何行列式为 1 的格都有一组形如下

式的基 ：

其中  且 ，  对  成立。

这条引理解决第 3 节末提出的麻烦：极小点不一定是基。引理 12.3 说：可以找到

一组真正的基 （整系数能凑出格里每个点），并且这组基有两条好

性质：(1) 坐标呈下三角（  只有前  个坐标非零）；(2) 每个基向量的长度、以

及它的"对角坐标" ，都与相继极小  同阶。这样一来，这组基既好用（是

基）、又"诚实地反映各方向的疏密"（长度 ）。

记号 、 大写黑体  是修出来的第  个基向量（区别于小写极小点

）。  是它的第  个坐标（"对角元"），即在下三角形里位于对角线上的

那个分量。(12.2) 里  说"长度同阶"，  说"对角坐标也

同阶"。

译文 · 证明（构造基，上界部分） 我们由引理 12.2 证明中的极小点

 出发，通过一个调整过程来得到这组基点。取  为 。

取  为  在平面  内的一个点，它与  一起整数地生成

 在该平面内的所有点；这样的点的存在在几何上是直观的。它在可加上

 的任意倍数这一意义上是任意的。由于  有理地（虽然也许不是

整数地）生成  在平面  内的所有点，故有

≍ A ≍ B

n c,C > 0 cB ≤ A ≤ CB A,B

X(1), … , X(n)

X(1) = (X (1)
1 , 0, … , 0), X(2) = (X (2)

1 ,X (2)
2 , 0, … , 0), …

|X(ν)| ≍ Rν |X (ν)
ν | ≍ Rν (12.2) ν = 1, … ,n

X(1), … , X(n)

X(ν) ν

X
(ν)
ν Rν

≍ Rν

X(ν) X
(ν)
ν X(ν) ν

x(ν) X
(ν)
ν ν

|X(ν)| ≍ Rν |X (ν)
ν | ≍ Rν

x(1), … , x(n) X(1) x(1)

X(2) Λ ⟨O, x(1), x(2)⟩ X(1)

Λ

x(1) x(1), x(2)

Λ ⟨O, x(1), x(2)⟩

NX(2) = u1x(1) + u2x(2)



对某些整数  成立。由于  是  与  的整系

数线性组合，故必有 。通过向  加上  的适当整数倍，我们可

以设 。于是

这是个"逐层修基"的归纳构造。先把  这一层讲透，更高层完全类比。

N > 0,u1,u2 x(2) X(2) X(1) = x(1)

u2 = 1 X(2) x(1)

|u1| ≤ 1
2 N

|X(2)| ≤
|u1|
N

|x(1)| +
1
N

|x(2)| ≤
1
2
R1 + R2 ≤

3
2
R2.

X(2)

第 1 层照搬。令 。一维里极小点自己就是基，没问题，且

。

1 X(1) = x(1)

|X(1)| = R1

第 2 层要修。问题：  也许不能整系数生成它们所在平面里全部

格点（这正是极小点不一定是基的毛病）。但几何上一定存在一个点 

，使得  整系数恰好生成该平面内全部格点（"平面内的格是二

维格，二维格一定有基"，这是直观且可证的）。  可以加上  的任

意整数倍而仍是合法选择（沿已有方向平移不影响"生成"）——这个自由

度待会儿用来压短它。

2 x(1), x(2)

X(2)

X(1), X(2)

X(2) x(1)

把  用极小点表示。  至少能有理系数生成该平面所有格点

（因为它们是平面里两个线性无关向量，张成整个平面，任何点都是它们

的实组合；而格点用它们表示时系数是有理数）。所以  乘上某个正整

数  后能变成整系数： ，

（通分清分母即得 ）。

3 X(2) x(1), x(2)

X(2)

N NX(2) = u1x(1) + u2x(2)

N ,u1,u2 ∈ Z,N > 0 N

推出 。反过来，  在平面格里，故能被基  整系数表

示： 。把第 3 步的式子和这个式子联立（都在以

 为坐标的平面里比较  的系数），可得

 最终强制 。直观说：  与  整

系数生成 ，意味着  在  方向上的"格距"恰是一格，对应

4 u2 = 1 x(2) X(1), X(2)

x(2) = aX(1) + bX(2)

x(1), x(2) x(2)

b ⋅ u2 = N ⋅ (某整数关系) u2 = 1 X(2) X(1)

x(2) x(2) X(2)



译文 · 证明（第 3 层及一般层） 接下来取  为  在空间 

内的一个点……我们有 ……这一次我们

不能断言 ，但可以断言  整除 ，因为

，且我们必有 。与前面一样，

我们可以确保  且 。于是

这样继续下去，我们得到  的一组整数基，满足 

， 。

。（这一步原文只丢结论，这里点明它来自"  是  的整组合"。）

于是 。

u2 = 1 x(2) X

NX(2) = u1x(1) + x(2)

用自由度把  压进半格。第 2 步说  可加  的整数倍；加一次

 会使  改变 （因为两边乘了 ）。于是总能调到 （把

 对  取"最接近的余数"，余数绝对值不超过 ）。

5 u1 X(2) x(1)

x(1) u1 N N |u1| ≤ 1
2 N

u1 N N/2

估长度。由第 4、5 步， 。用三角不等式（

）：

（用了 、 、 。）再因

，得 。所以 

。

6
X(2) =

u1

N
x(1) +

1
N

x(2)

|a + b| ≤ |a| + |b|

|X(2)| ≤
|u1|
N

|x(1)| +
1
N

|x(2)| ≤
N/2
N

R1 +
1
N

R2 ≤ 1
2 R1 + R2.

|u1|/N ≤ 1
2 1/N ≤ 1 |x(1)| = R1, |x(2)| = R2

R1 ≤ R2
1
2 R1 + R2 ≤ 1

2 R2 + R2 = 3
2 R2 |X(2)| ≤ 3

2 R2

X(3) Λ ⟨O, x(1), x(2), x(3)⟩

NX(3) = u1x(1) + u2x(2) + u3x(3)

u3 = 1 u3 N

x(3) = v1X(1) + v2X(2) + v3X(3) N = u3v3

|u1| ≤ 1
2 N |u2| ≤ 1

2 N

|X(3)| ≤ 1
2 |x(1)| + 1

2 |x(2)| + |x(3)| ≤ 1
2 R1 + 1

2 R2 + R3 ≤ 2R3.

Λ |X(ν)| ≤
ν + 1

2
Rν ≪ Rν

(1 ≤ ν ≤ n)

第 3 层同样修。取  使  整系数生成三维子空间里全

部格点。同理 。

1 X(3) X(1), X(2), X(3)

NX(3) = u1x(1) + u2x(2) + u3x(3)



译文 · 证明（下界 + 对角坐标） 由于  是  的线性组合，其最

后  个坐标为 0。我们有 ，于是 (12.2) 中的两个

上界都成立。下界则由行列式的比较以及 (12.1) 得出。由于 ，我们

这次不一定 ，但 （  整除 ）。理由：  能被新基整系

数表示 。比较  方向（即第 3 层

的"新方向"）的系数：第一个式子给该方向系数为 （把式子除以 

），第二个式子给整数 。但  是同一个点，沿  方向的系数唯

一，所以 ，即 ，  是整数，故  整除 。含

义：虽然  不必是 1，但  是  的因子，这一步对长度上界其实不直

接需要数值，只需后面  即可；写出  是为了确认

 确实构成子空间格的基（生成性正确）。

2 u3 = 1 u3 ∣ N u3 N x(3)

x(3) = v1X(1) + v2X(2) + v3X(3) X(3)

u3/N N

v3 x(3) X(3)

u3/N = v3 N = u3v3 v3 u3 N

u3 u3 N

|u1|, |u2| ≤ 1
2 N u3 ∣ N

X(1), X(2), X(3)

同样把  压到 。利用  可加 （从而可加

）整数倍的自由度，把  都调进半格。注意第 3 个系数是

，而  给 ，其绝对值 。

3 u1,u2 ≤ 1
2 N X(3) X(1), X(2)

x(1), x(2) u1,u2

u3/N N = u3v3 u3/N = 1/v3 ≤ 1

估长度。 ，三角不等式给

（用  把前两项放大）。

4 X(3) =
u1

N
x(1) +

u2

N
x(2) +

u3

N
x(3)

|X(3)| ≤ 1
2 R1 + 1

2 R2 + 1 ⋅ R3 ≤ 1
2 R3 + 1

2 R3 + R3 = 2R3

R1,R2 ≤ R3

一般第  层。完全类比，前  个系数各 、第  个 ，得

（每个 。）由于  是只依赖  的常数，故

。这就给出 (12.2) 中  的上界。

5 ν ν − 1 ≤ 1
2 ν ≤ 1

|X(ν)| ≤ 1
2 R1 + ⋯ + 1

2 Rν−1

ν−1 项

+ Rν ≤
ν − 1

2
Rν + Rν =

ν + 1
2

Rν.


Rj ≤ Rν
ν + 1

2
≤

n + 1
2

n

|X(ν)| ≪ Rν |X(ν)|

X(ν) x(1), … , x(ν)

n − ν |X (ν)
ν | ≤ |X(ν)| ≪ Rν

d(Λ) = 1



有 ，从而 ，而

(12.1) 的右半部分给出 。由此更有 。

|X (1)
1 ⋯X

(n)
n | = 1 R1 ⋯Rν−1|X (ν)

ν |Rν+1 ⋯Rn ≫ 1

|X (ν)
ν | ≫ Rν |X(ν)| ≫ Rν

对角坐标的上界。  是  的组合，而这些极小点在三角化

坐标里第  起的坐标都为 0，故  也满足"最后  个坐标为

0"，即它确实是下三角形状。再由 0.2 的小事实，对角坐标

。两个上界（向量长度、对角坐标）齐了。

1 X(ν) x(1), … , x(ν)

ν + 1 X(ν) n − ν

|X (ν)
ν | ≤ |X(ν)| ≪ Rν

基矩阵行列式 = 1。因  是  的格的基，其坐标矩

阵的行列式绝对值 。又它是下三角矩阵，行列式 = 对角元之

积，故 。

2 X(1), … , X(n) d(Λ) = 1

= d(Λ) = 1

|X (1)
1 X

(2)
2 ⋯X

(n)
n | = 1

把这个 1 拆开，孤立出 。对每个 ，已证上界

，即 。把第 2 步的等式两边除以这

些：

所以 ，即 。

3 X
(ν)
ν j ≠ ν

|X (j)
j | ≤ |X(j)| ≪ Rj |X (j)

j | ≤ CRj

1 =∏
j

|X (j)
j | = |X (ν)

ν |∏
j≠ν

|X (j)
j | ≤ |X (ν)

ν | ⋅ C ′∏
j≠ν

Rj,

|X (ν)
ν | ⋅ R1 ⋯Rν−1Rν+1 ⋯Rn ≫ 1 |X (ν)

ν | ≫
1

∏j≠ν Rj

用 (12.1) 右半把分母换成 。(12.1) 说 ，

所以 。代入上一步：

。对角坐标的下界  得证。

4 Rν R1R2 ⋯Rn ≤ 2n/Jn ≪ 1

∏j≠ν Rj =
R1 ⋯Rn

Rν

≪
1
Rν

|X (ν)
ν | ≫

1
∏j≠ν Rj

≫ Rν |X (ν)
ν | ≫ Rν

向量长度的下界。由 （向量长度不小于它任一坐

标的绝对值），自动得到 。或者更直接：  不在

5 |X(ν)| ≥ |X (ν)
ν | ≫ Rν

|X(ν)| ≫ Rν X(ν)



译文 · 注 如有需要，引理 12.3 中找到的这组整数基还可以进一步"规范化"。通

过向  加上  的适当倍数，我们可以确保

 对所有满足  的  成立。

这条注说基还能"擦干净"。下三角矩阵对角线下方那些非对角元 （ ），

可以通过给   减去低层基向量的整数倍而压到很小——不超过对应对角元

 的一半。这就像解线性方程组里的"回代消元"：每加一个  的整数倍，

 就改变  的整数倍，于是能把它对  取最接近余数压进半格。这步在

本章后文不是必需，故称"如有需要"，但它让基更标准、更便于显式计算。

第 6 节 · 引理 12.4：球里到底有多少格点

译文 · 引理 12.4 设 。设  表示  中满足  的 （含原

点）的个数。则当  时 ，而若  则

。（注：若 ，则条件中的  应略去。）

这是本章的"主力公式"，回答本章开头那个问题：半径  的球里有几个格点。答

案完全由相继极小决定。

记号 读"N of R"，表示落在以原点为心、半径  的闭球内的格点个数

（包含原点本身）。注意它是阶梯函数：  连续增大，但只有当球面扫过新格点

时  才跳一下。

公式怎么读：当 \(R

 的子空间里，由  定义 。两条上界两条

下界全部到手，(12.2) 完全成立。∎

x(1), … , x(ν−1) Rν |X(ν)| ≥ Rν

X(ν) X(1), … , X(ν−1)

|X (ν)
μ | ≤ 1

2 |X (μ)
μ | μ < ν μ, ν

X
(ν)
μ μ < ν

X(ν)

|X (μ)
μ | X(μ)

X
(ν)
μ X

(μ)
μ X

(μ)
μ

d(Λ) = 1 N(R) Λ |x| ≤ R x

R < R1 N(R) = 1 Rν ≤ R < Rν+1

N(R) ≍
Rν

R1R2 ⋯Rν
ν = n Rn+1

R

N(R) R

R

N(R)



译文 · 证明（平凡情形 + 下界） 所陈述的第一个结果是显然的；满足 

的  的唯一点就是原点。为在一般情形得到  的下界，我们考虑所有形

如  的点，其中  取一切满足

，  的整数值。所有这些点都满足 。

 的选取数目（因为允许取零值）为

，这里用到了引理 12.3。

|x| < R1

Λ N(R)

x = u1X(1) + ⋯ + uνX(ν) u1, … ,uν

|uj| ≤
1
ν

R

|X(j)|
(1 ≤ j ≤ ν) |x| ≤ R

u1, … ,uν

≫ ∏ν
j=1

R

|X(j)|
≫

Rν

R1R2 ⋯Rν

平凡情形。\(R1

下界：造一批保证在球内的格点。用引理 12.3 修出的好基

。考虑所有 ，其中整数  受限

。

2

X(1), … , X(ν) x = ∑ν
j=1 ujX

(j) uj

|uj| ≤
1
ν

⋅
R

|X(j)|

验证它们都在球内。三角不等式：

每一项的  约掉，正好凑成 。所以这些点确实都满足 ，是

合格的被计数对象。（除以  这个因子正是为了让  项加起来不超过 。）

3

|x| ≤
ν

∑
j=1

|uj| |X(j)| ≤
ν

∑
j=1

1
ν

R

|X(j)|
⋅ |X(j)| =

ν

∑
j=1

R

ν
= ν ⋅

R

ν
= R

|X(j)| R |x| ≤ R

ν ν R

数有多少种 。每个  在区间  里取整

数，含 0。一个长度为  的区间里整数个数 （且当 某常数时 

）。所以  的取法数 （  是常数，吸收进 

）。各  独立选取，相乘：取法总数 。

4 (u1, … ,uν) uj [ − 1
ν

R
|X(j)|

,   1
ν

R
|X(j)|

]

2t ≥ t t ≥ ≍ t

uj ≫
R

ν|X(j)|
≫

R

|X(j)|
ν ≤ n ≫

uj ≫
ν

∏
j=1

R

|X(j)|



译文 · 证明（上界） 关于上界，我们首先注意到，  中满足  的所有点

 必定线性依赖于 ，因为 。因此它们可表为

，  为整数。对这样的点，我们有

， ，依此类推。由于  的每个

坐标绝对值 ，故  的可能数目为 ；一旦  选定，  的

可能数目为 ，依此类推。（注意所有这些数都 ，否则该论

证就不成立。）因此，再次利用引理 12.3，我们断定点  的数目为

。

不同  给不同点。因为  是基，整系数表示唯一，所以不同的系数

组对应不同格点，没有重复计数。故  取法数 。

5 (uj) X(j)

N(R) ≥ ≫ ∏j≤ν

R

|X(j)|

换成 。由引理 12.3 的 ，有 ，连乘得

下界证毕。

6
Rj |X(j)| ≍ Rj

R

|X(j)|
≍

R

Rj

N(R) ≫
ν

∏
j=1

R

Rj

=
Rν

R1R2 ⋯Rν

.

Λ |x| ≤ R

x X(1), … , X(ν) R < Rν+1

x = v1X(1) + ⋯ + vνX(ν) vj

xν = vνX
(ν)
ν xν−1 = vνX

(ν)
ν−1 + vν−1X

(ν−1)
ν−1 x

≤ R vν ≪ R/|X (ν)
ν | vν vν−1

≪ R/|X (ν−1)
ν−1 | ≫ 1

x

≪
Rν

|X (1)
1 | ⋯ |X (ν)

ν |
≪

Rν

R1R2 ⋯Rν

球内格点只用得到前  个方向。任何 \(|\mathbf{x}|\le RR\)，矛盾。所

以 ，整系数 。

1 ν

x = ∑ν
j=1 vjX

(j) vj

从最高坐标往下"逐个锁定" （回代）。因为基是下三角，坐标关系是：

第  个坐标只含 （因为只有  在第  坐标上非零），所以

。

2 vj

xν = vνX
(ν)
ν , xν−1 = vνX

(ν)
ν−1 + vν−1X

(ν−1)
ν−1 , …

ν vν X(ν) ν

vν = xν/X (ν)
ν



译文 · 注 引理 12.4 的一般含义是：就计数球（或其它固定形状的凸体）内的

格点而言，每一个格的表现都与由

 所生成的矩形格相

同，相差一个仅依赖于  的常数。因此对许多目的而言，我们可以借助这 

个正数  来充分描述一个格。

这条注点出引理 12.4 的"灵魂"。它说：任何一张可能歪七扭八的格，在"球里数格

点 "这件事上，都和一张方方正正的矩形格——各坐标轴方向间距分别为

数  的可能数目。 ，而  是整数，所以

，可能取值个数 。

3 vν |xν| ≤ |x| ≤ R vν = xν/X (ν)
ν

|vν| ≤ R/|X (ν)
ν | ≪ R/|X (ν)

ν |

逐层往下。  定了后，第  坐标式中  已知，于是

；同样 ，可能数目

。如此一层层回代到 ，第  层可能数目 。

4 vν ν − 1 vνX
(ν)
ν−1

vν−1 = (xν−1 − vνX
(ν)
ν−1)/X (ν−1)

ν−1 |xν−1| ≤ R

≪ R/|X (ν−1)
ν−1 | v1 j ≪ R/|X (j)

j |

括号里的提醒"这些数都 "。这一步逻辑很关键：用"可能数目

"去相乘，前提是每个 （即至少有一种取法、

量级是真的"多"），否则把一堆  的数相乘会得出荒谬的小上界。这里

（对 ），所以确实 ，论证成

立。

5 ≫ 1

≪ R/|X (j)
j | R/|X (j)

j | ≫ 1

< 1

R ≥ Rν ≥ Rj ≍ |X (j)
j | j ≤ ν R/|X (j)

j | ≫ 1

相乘得上界。把各层可能数目相乘（这是计数的乘法原理：先选 ，再选

，……）：

末一步又用引理 12.3 的 。上界证毕。上下界同阶，引理

12.4 成立。∎

6 vν

vν−1

N(R) ≪
ν

∏
j=1

R

|X (j)
j |

=
Rν

|X (1)
1 | ⋯ |X (ν)

ν |
≪

Rν

R1R2 ⋯Rν
,

|X (j)
j | ≍ Rj

(R1, 0, … , 0), (0,R2, 0, … , 0), … , (0, 0, … ,Rn)

n n

R1, … ,Rn



 的那张——表现一致（只差常数倍）。对矩形格，半径  球里格

点数显然约是  这种乘积，正对应公式 。于是结

论：研究格点计数时，可以把任意格"等效替换"成只由  个数  描述的

矩形格，复杂的  个系数  全部浓缩成  个相继极小。这正是相继极小作

为"格的指纹"的威力，也是引理 12.6 能成立的基础。

第 7 节 · 伴随格（极格）与 (12.3)

译文  空间中的格  与  空间中的格 ，若它们的基可以选取得使

，则称为伴随的，或极的，其中  表示矩阵的转置。如果两个格分

别由  与  给出，其中  与  为整向量，则该条件意味着

  恒成立。注意

。  与  之间的关系是对称的。但该关系在  空间的任意线

性变换下不是不变的；若  且 ，则该关系仅在 

时才得以保持。

这段引入"伴随格"，是为下一条 Mahler 定理做准备。先补两个记号。

记号 （转置）与 （单位阵） 转置  读"Lambda 转置"，就是把矩阵沿

主对角线翻折：原来第  行第  列的数，挪到第  行第  列。单位阵  是对角

线全 1、其余全 0 的矩阵，乘任何矩阵都不改变它（相当于数里的 1）。

记号 （内积/点积）  叫向量  与  的内积（也叫

点积、数量积），高中学过二维三维版本。它有个关键几何意义：内积  当且

仅当两向量垂直；而内积 ，  是夹角。下面会反复用它。

"伴随/极"的定义：两张格 （在  空间）、 （在  空间）若能选基使 

，就叫一对伴随格（adjoint）/ 极格（polar）。下面解释这个矩阵条件等价于内积

R1,R2, … ,Rn R

∏j(2R/Rj + 1) Rν/(R1 ⋯Rν)

n R1, … ,Rn

n2 λij n

x Λ y M

ΛT
M = I T

x = Λu y = Mv u v

x1y1 + ⋯ + xnyn = u1v1 + ⋯ + unvn (12.3)

d(Λ)d(M) = 1 Λ M x

x = Ax′ y = By′ ATB = I

ΛT I ΛT

i j j i I

∑xkyk x1y1 + ⋯ + xnyn x y

= 0

= |x||y| cos θ θ

Λ x M y ΛT
M = I



关系 (12.3)。

展开内积。设 ， （  整向量）。把内积写成矩阵语

言： （一行乘一列正好是对应分量相乘求

和）。

1 x = Λu y = Mv u, v

x1y1 + ⋯ + xnyn = xTy

代入。 （转置法则 

）。

2 xTy = (Λu)T (Mv) = uTΛTM v (Λu)T = uTΛT

用条件。若 ，则

。所以

 恒成立，这就是 (12.3)。反之这个恒等式对一切整

 成立也能逼出 。两种说法等价。

3 ΛT
M = I

uTΛT
M v = uT Iv = uTv = u1v1 + ⋯ + unvn

∑xkyk = ∑ukvk

u, v ΛT
M = I

。对  取行列式：

。而 （转置不改变行列

式），取绝对值得 ，即 。所以一张格

的胞腔越大，它伴随格的胞腔就越小，互成倒数。

4 d(Λ)d(M) = 1 ΛT
M = I

det(ΛT ) det(M) = det I = 1 det ΛT = det Λ

|det Λ|| det M| = 1 d(Λ)d(M) = 1

关系是对称的。由  可推 （两边转置：

），所以"  是  的伴随"与"  是  的伴

随"是一回事。

5 ΛT
M = I M

TΛ = I

(ΛTM)T = MTΛ = I T = I M Λ Λ M

为何不在任意线性变换下不变。若在  空间作变换 、  空间作

，要让内积关系 (12.3) 保持，需要 

对一切成立，即 。一般的  不满足这条，所以伴随关系会

被破坏——它依赖于两个空间用互相配套（ ）的坐标。这点提

醒我们：伴随关系是"带着内积结构"的，不能随便换坐标。

6 x x = Ax′ y

y = By′ xTy = x′TATBy′ = x′Ty′

ATB = I A,B

ATB = I



"极/伴随"的动机 为什么要造伴随格？因为很多问题里，"  满足某些线性条

件"会自然地对应到"  在伴随格里的大小"。Mahler 定理（下条）会揭示：一

张格某方向"密"，它伴随格的对偶方向就"疏"，两者相继极小成倒数关系。这

种"对偶"思想让我们能在  和  之间来回倒换，挑容易处理的一边算。

第 8 节 · 引理 12.5（Mahler）：伴随格的相继极小成倒数

译文 · 引理 12.5（Mahler） 若  为行列式皆为 1 的伴随格，相继极小分别

为  与 ，则

这是  Mahler 的漂亮定理。  是伴随格   的相继极小（与   的

 平行定义）。结论：把  的相继极小倒过来排取倒数，就与  的相继

极小一一对应同阶。统一写成  。直观：  在某方向最密（

小），对应  在对偶方向最疏（  大），乘积 。这把"格"和"它的对偶格"的疏

密信息完全绑在一起。德国数学家 Kurt Mahler（1903–1988）在 1930 年代证明

了这个对偶定理。下面证明分两半：先证下界 ，再用乘积比较得

反向。

译文 · 证明（一半： ） 设  为  的极小点，

 为  的极小点。恒等式 (12.3) 表明，对  的任意点 

，要么  垂直于 ，要么 ，从而 。垂

直于每一个  的那些  构成一个  维线性空间。它不能

包含多于  个线性无关的  空间的点，因而不能包含 

的全部。故存在  与 ，使得 。又

x

y

Λ M

Λ, M

R1, … ,Rn S1, … ,Sn

R1 ≍
1
Sn

,  R2 ≍
1

Sn−1
, … ,Rn ≍

1
S1

.

S1, … ,Sn M Λ

R1, … ,Rn M Λ

RμSn−μ+1 ≍ 1 Λ R1

M Sn ≍ 1

RνSn−ν+1 ≥ 1

RνSn−ν+1 ≥ 1 x(1), … , x(n) Λ

y(1), … , y(n)
M Λ, M x, y

x y |x1y1 + ⋯ + xnyn| ≥ 1 |x||y| ≥ 1

x(1), … , x(ν) y (n − ν)

n − ν y y(1), … , y(n−ν+1)

r ≤ ν s ≤ n − ν + 1 |x(r)||y(s)| ≥ 1



 且 。由此推出 ，

。

译文 · 证明（另一半：上界） 相反方向的不等式由比较乘积得出。由于

（由引理 12.2），由 (12.4) 可得

|x(r)| ≤ Rν |y(s)| ≤ Sn−ν+1 RνSn−ν+1 ≥ 1 (1 ≤ ν ≤ n)

(12.4)

关键二分法。取  的格点 （非零）和  的格点 （非零）。由 (12.3)，

内积  是整数（整向量内积）。一个整数要么是 0，要

么绝对值 。所以：要么 （即 ，垂直），要么

。后者结合 （柯西不等式

）得 。所以两个非零、不垂直的格点（一边一

个），长度乘积必 。

1 Λ x M y

∑xkyk = ∑ukvk

≥ 1 ∑xkyk = 0 x ⊥ y

|∑xkyk| ≥ 1 |∑xkyk| ≤ |x||y|

|x ⋅ y| ≤ |x||y| |x||y| ≥ 1

≥ 1

找一对不垂直的极小点。考虑"同时垂直于  的所有 "。垂

直于  个线性无关向量，是  个线性方程的解集，构成一个  维子

空间。这个子空间最多容纳  个线性无关向量。

2 x(1), … , x(ν) y

ν ν (n − ν)

n − ν

鸽笼：  个极小点装不进去。  的极小点  共

 个、且线性无关。但上面子空间只能放  个线性无关向

量。所以这  个  不可能全部落在该子空间里——必有某个

（ ）不垂直于全部 ，即存在某个 （

）与它不垂直。

3 n − ν + 1 M y(1), … , y(n−ν+1)

n − ν + 1 n − ν

n − ν + 1 y

y(s) s ≤ n − ν + 1 x(1), … , x(ν) x(r)

r ≤ ν

对这对用第 1 步。  不垂直，故 。4 x(r), y(s) |x(r)||y(s)| ≥ 1

放大成 。因 ，相继极小递增， ；同

理 。代入： 。得

(12.4)： 。

5 Rν,Sn−ν+1 r ≤ ν |x(r)| = Rr ≤ Rν

|y(s)| = Ss ≤ Sn−ν+1 1 ≤ |x(r)||y(s)| ≤ RνSn−ν+1

RνSn−ν+1 ≥ 1

R1 ⋯RnS1 ⋯Sn ≤ (
2n

Jn
)

2



， 。这就证明了引理 12.5。

译文 · 注 引理 12.5 中的条件  并非必要，但它并不损失一般性。当

引理 12.5 被推广到关于任意凸体（关于原点中心对称）的相继极小时，必须

在  空间用一个凸体、而在  空间用一个关于单位球与之互极的凸体。

RμSn−μ+1 ≪ (
2n

Jn
)

2

(1 ≤ μ ≤ n)

两格相继极小乘积都 。对  用引理 12.2： ；对

（也是 ）： 。相乘：

。

1 ≪ 1 Λ R1 ⋯Rn ≤ 2n/Jn

M d = 1 S1 ⋯Sn ≤ 2n/Jn
R1 ⋯Rn S1 ⋯Sn ≤ (2n/Jn)2

把它配成  个"配对乘积"。注意  恰好把全

部  和全部  各用一次配对（  配 ，  配 ，……），所以

2 n {RνSn−ν+1 : ν = 1, … ,n}

R S R1 Sn R2 Sn−1

n

∏
ν=1

(RνSn−ν+1) = (R1 ⋯Rn)(S1 ⋯Sn) ≤ (2n/Jn)2.

每个配对都被压住。对某个固定 ，把上式里除了  以外的配对

都用第一半 (12.4) 的下界  替掉：

既然后面那一大坨 ，必有 。这就是上

界 。

3 μ RμSn−μ+1

≥ 1

RμSn−μ+1 ⋅∏
ν≠μ

RνSn−ν+1

≥1

≤ (2n/Jn)2.



≥ 1 RμSn−μ+1 ≤ (2n/Jn)2 ≪ 1

RμSn−μ+1 ≪ 1

合并。下界  与上界  一起给出

，即 ，正是引理 12.5。∎

4 RμSn−μ+1 ≥ 1 RμSn−μ+1 ≪ 1

RμSn−μ+1 ≍ 1 Rμ ≍ 1/Sn−μ+1

d(Λ) = 1

x y



这条注的两点。第一，  只是为了证明里直接套用引理 12.2 的干净形式；

任何格缩放一下就能化到 ，所以不损失一般性。第二，若要把 Mahler 定理

升级到"用一般凸体量距离"的版本，必须让  空间用的凸体  与  空间用的凸体

是一对"极体"（polar body，关于单位球互极：  越往某方向胖，它的极体在该

方向就越瘦）。这呼应第 7 节"伴随关系依赖配套内积结构"的提醒。本章只用球，

故无需操心这层推广。

第 9 节 · 一类自伴随的  维格

译文 在  维空间中有一类特殊的格，它本质上是自伴随的。设  表示由下

式给出的  维格：

其中  且数  为实数。它具有形如下式的矩阵

其伴随格具有矩阵 。

这段造出后面三次型要用的具体格。它生活在  维空间（坐标分成两半：前  个

，后  个 ）。设计动机：把"  个线性型 

接近整数"这件事，编码成一张  维格的几何。

记号 、 、 、分块矩阵 （后面取 ）是一个缩放参数：前  个

坐标被乘 （压扁），后  个被乘 （拉长），用来调节"哪半边密、哪半边

疏"。  是线性型的系数。  是  单位阵。矩阵写成  的"分块"形

d(Λ) = 1

d = 1

x K y

K

2n

2n Λ

2n

ax1 = u1,   … ,  axn = un,
a−1xn+1 = γ11u1 + ⋯ + γ1nun + un+1,   … ,
a−1x2n = γn1u1 + ⋯ + γnnun + u2n,

a ≠ 0 γij

Λ = ( ).
a−1In 0
aγ aIn

M = (ΛT )−1 = ( )
aIn −aγT

0 a−1In

2n n

x1, … ,xn n xn+1, … ,x2n n Li = ∑j γijuj

2n

a γij In a > 0 a > 1 n

1/a n a

γij In n × n 2 × 2



式：每个块是  小矩阵，  表示左上块 、左下块 

、右上块 0、右下块 。

怎么从方程读出矩阵。前  行  即 ：前  个坐标只依赖前 

个 参 数 ， 系 数  ， 对 应 左 上 块  、 右 上 块  0 。 后   行

 即 ：依赖前  个参数

（系数 ）和后  个参数（系数 ），对应左下块 、右下块 。这就拼出

了 。

译文 如果 ，也就是说如果 （对所有 ） ，那么格

 可以通过下述操作变为格 ：(i) 改变  的符号，(ii) 改变

 的符号，(iii) 互换  与 ，(iv) 互换

 与 。

关键转折：对称条件 (12.5) 让  和  长得一样。

n × n ( )
a−1In 0
aγ aIn

a−1In aγ

aIn

n axi = ui xi = a−1ui n n

a−1 a−1In n

a−1xn+i = ∑j γijuj + un+i xn+i = a∑j γijuj + aun+i n

aγ n aIn aγ aIn

Λ

算伴随格矩阵 。由第 7 节，伴随条件  即

。先转置： （左下块  转到右上

变 ；右上块 0 转到左下变 0）。

1 M = (ΛT )−1 ΛTM = I

M = (ΛT )−1 ΛT = ( )
a−1In aγT

0 aIn
aγ

aγT

求逆。对上三角分块阵 ，逆是 。这里

，于是 、 、

。得

与译文一致。

2
( )
P Q

0 S
( )
P −1 −P −1QS−1

0 S−1

P = a−1In,Q = aγT ,S = aIn P −1 = aIn S−1 = a−1In

−P −1QS−1 = −(aIn)(aγT )(a−1In) = −aγT

M = ( ),
aIn −aγT

0 a−1In

γT = γ γij = γji i, j (12.5)

M Λ vn+1, … , v2n

yn+1, … , y2n v1, … , vn vn+1, … , v2n

y1, … , yn yn+1, … , y2n

M Λ



对称条件 即系数矩阵  关于主对角线对称（转置等于自己，

）。这在三次型应用里自然成立（来自三次型的某种对称二阶结构）。这条件是

引理 12.6 里指数能取到  而非  的根本原因（见本节末注）。

若 ，则 。译文里那串"改符号、互换上下半"的操

作，是在对  的坐标  做幺模 + 旋转/反射的整理：交换前后两半、给后半变

号，本质是用一个行列式  的正交置换把  的矩阵"洗"成  的矩阵。结果是：

在  对称时，  与  是同一张格（只差坐标重排与符号），即  "本质上自伴

随"。我们不必逐一核对四步操作（它们只是把分块  经行列对调与

变号还原成  的同构），重点是结论。

译文 因此，在条件 (12.5) 之下，  的相继极小与  的相同。由上一个引理，

可得 。特别地，我们有 。

γij = γji γ γT = γ

n 2n − 1

γT = γ M = ( )
aIn −aγ

0 a−1In

M (y, v)

±1 M Λ

γ M Λ Λ

( )
aI −aγ

0 a−1I

( )
a−1I 0
aγ aI

M Λ

R1R2n ≍ 1, … ,RnRn+1 ≍ 1 Rn ≪ 1 ≪ Rn+1

两格相继极小相同。因为  与  是同一张格（自伴随），它们的相继极小

逐个相等： 。

1 M Λ

Sk = Rk

代入 Mahler 定理。引理 12.5 对这对伴随格（维数是 ）给

。把  代入： 。取

 得 。

2 2n

RμS2n−μ+1 ≍ 1 Sk = Rk RμR2n−μ+1 ≍ 1

μ = 1, … ,n R1R2n ≍ 1,  R2R2n−1 ≍ 1,   … ,  RnRn+1 ≍ 1

挑出最中间那对，得 。由 ：因

（相继极小递增），两数乘积  而前者不大于后者，故

 给出 ，而  给出

。所以 。这条"  不超过常数、  不小

于常数"的分界，正是引理 12.6 证明里反复用的支点：前  个方

向"密"（极小 ），后  个方向"疏"（极小 ）。

3 Rn ≪ 1 ≪ Rn+1 RnRn+1 ≍ 1

Rn ≤ Rn+1 ≍ 1

R2
n ≤ RnRn+1 ≍ 1 Rn ≪ 1 R2

n+1 ≥ RnRn+1 ≍ 1

Rn+1 ≫ 1 Rn ≪ 1 ≪ Rn+1 Rn Rn+1

n

≪ 1 n ≫ 1



译文 我们现在可以证明后续关于三次型的工作所需的主要结果。

一句过渡：前面所有铺垫（格、相继极小、引理 12.4 的计数、Mahler 定理、自

伴随格的 ）都是为了下面这条引理 12.6——它是第 13 章起处理

三次型时真正要调用的工具。

第 10 节 · 引理 12.6：解数随区间缩小而不会掉太快

译文 · 引理 12.6 设  为线性型 ，

，满足对称条件 。设  为实数，并设  表示

满足

的整数组 （含 0）的个数。则当  时，有

先把这条引理"翻译成普通话"。我们有  个对称线性型 。给定一个"尺度" ，

 数的是这样的整数组 ：前  个整数  各自绝对值 \

(非常接近某个整数 （误差 \(

记号  是尺度  下满足 (12.6) 的解数（含全零解）。

 是两个尺度，  是放大倍数。

结论 (12.7) 的含义：把尺度从  放大到 ，解数  增长不会超过 

倍。反过来读（这才是真正要用的方向）：把尺度缩小，解数减少得不会比

Rn ≪ 1 ≪ Rn+1

L1, … ,Ln Li = γi1u1 + ⋯ + γinun

(1 ≤ i ≤ n) γij = γji a > 1 N(Z)

{
|u1| < aZ, … , |un| < aZ,
|L1 − un+1| < a−1Z, … , |Ln − u2n| < a−1Z

(12.6)

u1, … ,u2n 0 < Z1 ≤ Z2 ≤ 1

N(Z2)
N(Z1)

≪ (
Z2

Z1
)

n

. (12.7)

n Li Z

N(Z) (u1, … ,u2n) n u1, … ,un

un+i

N(Z),Z1,Z2 N(Z) Z

Z1 ≤ Z2 Z2/Z1 ≥ 1

Z1 Z2 N (Z2/Z1)n



 更狠——解不会"突然全没了"。这正是后面三次型次弧估计需要的"稳健

性"：缩小盒子时还能保住足够多的解。

译文 · 证明（化成球内格点计数） 这些不等式等价于 

（对上面定义的  维格  的一般点）。因此这些不等式蕴含 。

另一方面，它们被  所蕴含。于是，若  表示满足  的

 的点（含原点）的个数，则有 。

译文 · 证明（化简目标 (12.8)） 因此，若 ，则

。如果我们证明对应于 (12.7) 的结果，即

 ，在较弱的条件 （而非 ）下成

立，那么我们就可以把它用于把  换成  的情形，从而推出 (12.7)。

(Z1/Z2)n

|x1| < Z, … , |x2n| < Z

2n Λ |x| < √2nZ

|x| < Z N0(Z) |x| < Z

Λ N0(Z) ≤ N(Z) ≤ N0(√2nZ)

把不等式组翻译成格  的坐标。回到第 9 节那张  维格：

（ ），  这里 ，所以

，即 。把 (12.6) 的

 理解成这第  个整数参数（符号无所谓），则：

· \(|u_i|· \(|L_i-u_{n+i}|所以 (12.6) 恰好等价于"格点  的全部  个坐标

都 \(

1 Λ 2n xi = a−1ui

i ≤ n xn+i = a(Li + un+i) Li = ∑j γijuj

a−1xn+i = Li + un+i xn+i = a(Li − (−un+i))

un+i n + i

x 2n

立方体夹在两个球之间。若每个 \(|x_k|2

夹逼 。记 （半径  球内格点数）。由上面的包含关系：

。这样就把"数不等式解"彻底转化成"数

球内格点"，可以套引理 12.4 了。

3 N(Z) N0(Z) = Z

N0(Z) ≤ N(Z) ≤ N0(√2nZ)

0 < Z1 ≤ Z2 < 1

N(Z2)
N(Z1)

≤
N0(√2nZ2)

N0(Z1)
N0(Z2)
N0(Z1)

≪ (
Z2

Z1
)

n

(12.8) Z2 ≪ 1 Z2 ≤ 1

Z2 √2nZ2



译文 · 证明（核心：用引理 12.4 证 (12.8)） 设  表示  的相继极

小。我们已经看到 。用 ，

 定义  与 ，从而 。由引理 12.4，

 且 ，从而

。

用夹逼把比值换成 。 （上面用

、 ）。

1
N0

N(Z2)
N(Z1)

≤
N0(√2nZ2)
N0(Z1)

N(Z2) ≤ N0(√2nZ2) N(Z1) ≥ N0(Z1)

把要证的目标改写为 (12.8)。只要能证 ，且这个

对  的结论在放宽条件 （允许  是个不超过常数的数，不必

）下成立，那么把里头的  替换成 （它仍 ，因为

 时 ）即得

常数  只依赖 ，吸收进 。结合第 1 步即得 (12.7)。所以剩下任

务就是证 (12.8)（条件放宽到 ）。

2 N0(Z2)
N0(Z1)

≪ (Z2/Z1)n

N0 Z2 ≪ 1 Z2

≤ 1 Z2 √2nZ2 ≪ 1

Z2 ≤ 1 √2nZ2 ≤ √2n ≪ 1

N0(√2nZ2)
N0(Z1)

≪ (
√2nZ2

Z1
)
n

= (2n)n/2(
Z2

Z1
)
n

≪ (
Z2

Z1
)
n

,

(2n)n/2 n ≪

Z2 ≪ 1

R1, … ,R2n Λ

Rn ≪ 1 ≪ Rn+1 Rν ≤ Z1 < Rν+1

Rμ ≤ Z2 < Rμ+1 ν μ ν ≤ μ

N0(Z1) ≫
Z ν

1

R1 ⋯Rν

N0(Z2) ≪
Z

μ
2

R1 ⋯Rμ

N0(Z2)
N0(Z1)

≪
Z

μ
2

Z ν
1Rν+1 ⋯Rμ

给  各定"档位" 。相继极小  把数轴切成若干

档。  落在第  档（\(R_\nu\le Z_1

1 Z1,Z2 ν,μ R1 ≤ ⋯ ≤ R2n

Z1 ν

套引理 12.4。该引理给 （  是  所在档）。取

下界用在分母 ，取上界用在分子

。

2 N0(Z) ≍ Z k/(R1 ⋯Rk) k Z

N0(Z1) ≫ Z ν
1 /(R1 ⋯Rν)

N0(Z2) ≪ Z
μ
2 /(R1 ⋯Rμ)



译文 · 证明（三种情况讨论） 若 ，则 (12.8) 成立，因为右端

。若  且 ，我们把该表达式写成

，由于  且 ，结果同样成

立。最后，可能  仅当  时出现，此时

。这就证明了引理 12.6。

核心表达式   要分三种情况压到  。关键武器是

（前  个极小小、后  个大）和 。

相除化简。

（分子分母的  约掉，分母剩 。）这是后面要分情

况估的核心表达式。

3

N0(Z2)
N0(Z1)

≪
Z

μ
2 /(R1 ⋯Rμ)

Z ν
1 /(R1 ⋯Rν)

=
Z

μ
2

Z ν
1

⋅
R1 ⋯Rν

R1 ⋯Rμ
=

Z
μ
2

Z ν
1 Rν+1 ⋯Rμ

R1 ⋯Rν Rν+1 ⋯Rμ

μ ≤ n

≤
Z

μ
2

Z
μ
1

≤ (
Z2

Z1
)

n

μ > n ν ≤ n

Zn
2

Z ν
1Rν+1 ⋯Rn

⋅
Z

μ−n
2

Rn+1 ⋯Rμ

Z2 ≪ 1 Rn+1 ≫ 1

ν > n Z1 ≫ 1
N0(Z2)
N0(Z1)

≪
Z

μ
2

Z ν
1

≪ 1 ≪ (
Z2

Z1
)

n

Z
μ
2

Z ν
1Rν+1 ⋯Rμ

≪ (Z2/Z1)n

Rn ≪ 1 ≪ Rn+1 n n Z2 ≪ 1

情况一： （两个尺度都落在"密"的前半档）。要把核心表达式从上方

压住，需把分母  从下方估。对每个 （\(\nuZ_1\)，又相继

极小递增，故 。于是分母含  个都  的因

子， 。代入：

末一步因  且 ，把指数从  放大到  只会更大。情况一

成立。

1 μ ≤ n

Rν+1 ⋯Rμ j

Rj ≥ Rν+1 > Z1 μ − ν > Z1

Rν+1 ⋯Rμ > Z
μ−ν
1

Z
μ
2

Z ν
1Rν+1 ⋯Rμ

<
Z

μ
2

Z ν
1 Z

μ−ν
1

=
Z

μ
2

Z
μ
1

= (
Z2

Z1
)
μ

≤ (
Z2

Z1
)
n

.

Z2/Z1 ≥ 1 μ ≤ n μ n



情况二：  且 （  在前半、  跨到了后半）。把核心表达式

拆成两段，在  处断开：

· 段 (A)：分母  用 （ ）得 ，故

。

· 段 (B)：分母  里每个 （后半档全是大极

小），所以分母 ；分子  里 、指数 ，所以

。于是 。

两段相乘： 。情况二成立。这一

步正是"  与 "的用武之地——它保证跨进后半档的那些

方向"贡献 "，不会把比值撑爆。

2 μ > n ν ≤ n Z1 Z2

n

Z
μ
2

Z ν
1Rν+1 ⋯Rμ

=
Zn

2

Z ν
1Rν+1 ⋯Rn

(A)

⋅
Z

μ−n
2

Rn+1 ⋯Rμ

(B)

.
 

Rν+1 ⋯Rn Rj > Z1 j > ν ≥ Zn−ν
1

(A) ≤
Zn

2

Z ν
1Z

n−ν
1

=
Zn

2

Zn
1

= (Z2/Z1)n

Rn+1 ⋯Rμ Rj ≥ Rn+1 ≫ 1

≫ 1 Z
μ−n
2 Z2 ≪ 1 μ − n ≥ 1

Z
μ−n
2 ≪ 1 (B) ≪ 1

(A)(B) ≪ (Z2/Z1)n ⋅ 1 = (Z2/Z1)n

Rn+1 ≫ 1 Z2 ≪ 1

≪ 1

情况三： （连  都落在后半档）。这只可能当

，即 。但我们处理的是 

（小尺度）——所以  与  同时成立只能挤在

 的边界附近。此时直接放缩：

、 ，但更简单

地，  都 ，故  都是有界的常数量级，比值

。又因  给 ，所以

。情况三成立。

3 ν > n Z1

Z1 ≥ Rν ≥ Rn+1 ≫ 1 Z1 ≫ 1 Z1 ≤ Z2 ≪ 1

Z1 ≫ 1 Z2 ≪ 1

Z1 ≍ Z2 ≍ 1

N0(Z2) ≪ Z
μ
2 /(R1 ⋯Rμ) N0(Z1) ≫ Z ν

1 /(R1 ⋯Rν)

Z1,Z2 ≍ 1 N0(Z1),N0(Z2)
N0(Z2)
N0(Z1)

≪ 1 Z2/Z1 ≥ 1 (Z2/Z1)n ≥ 1

N0(Z2)
N0(Z1)

≪ 1 ≤ (Z2/Z1)n

三种情况穷尽了  的所有可能（因 ，要么 、要么

、要么 ），故 (12.8) 在  下成立。回到第二轮的

化简，即得 (12.7)。引理 12.6 证毕。∎

4 (ν,μ) ν ≤ μ μ ≤ n

μ > n ≥ ν ν > n Z2 ≪ 1



R₁ R₂ Rₙ Rₙ₊₁ R₂ₙ

前 n 档：极小 ≪ 1（密） 后 n 档：极小 ≫ 1（疏）

Rₙ ≪ 1 ≪ Rₙ₊₁ 这道坎

Z₁ Z₂

把 R₁≤…≤R₂ₙ 标在数轴上分档。Z₁,Z₂ 各落在某档（定 ν,μ）。坎 Rₙ≪1≪Rₙ₊₁ 把"密的前

半"与"疏的后半"分开，正是三种情况讨论的依据。

译文 · 注 引理 12.6 的意义在于：不等式组 (12.6) 的解的个数当  减小时不会

减小得过快。该结果只有在  很大时才有意义，因为若 ，则这些不

等式蕴含 ，且 。看来，若没有关于线性型

 中系数  的对称条件，则只能断言一个较弱的结果，其中指数

 要换成 。

这条收尾注点明引理 12.6 的用途、适用范围与对称条件的代价。

Z

aZ aZ < 1

u1 = ⋯ = u2n = 0 N(Z) = 1

L1, … ,Ln γij

n 2n − 1

"意义"：解数不会掉太快。(12.7) 反过来读就是

：缩小尺度时解数最多按  次幂衰减。后面

三次型用圆法时，需要保证某尺度下解仍然"够多"，这条引理正提供这个

下保。

1

N(Z1) ≫ (Z1/Z2)nN(Z2) n

"只有  大才有意义"。若 ，则首行条件 \(|u_i|1\) 时 \(a^{-1}Z2 aZ aZ < 1

对称条件的代价。最后一句是 Davenport 的诚实交代：对称  是

把指数做到漂亮的  的关键。如果  不对称，第 9 节那张格就不再自伴

随，  这道干净的"中点坎"消失，三种情况的讨论失效，

只能证出更弱的、指数为  的版本。这解释了为什么前面要费力强

调对称性——它不是装饰，而是把结论从  改进到  的命根子。

3 γij = γji

n γ

Rn ≪ 1 ≪ Rn+1

2n − 1

2n − 1 n



全章脉络回顾（一页纸记住）

格、基、行列式 ：均匀钉子板，胞腔体积 ，密度

，换基用幺模矩阵不改变格。

1 d(Λ) = d(Λ)

= 1/d(Λ)

引理 12.1（闵可夫斯基一）：体积  的中心椭球必含非零格点。

证法 = 半尺寸小球体积  必重叠 ⇒ 近原点格点。

2 > 2n

> 1

相继极小 ：逐层往外找最近的新方向，是格的"指

纹"。

3 R1 ≤ ⋯ ≤ Rn

引理 12.2（闵可夫斯基二）： ，即乘积 

（疏密守恒）。

4 1 ≤ R1 ⋯Rn ≤ 2n/Jn ≍ 1

引理 12.3：把极小点修成真正的下三角好基 ，长度仍 。5 X(ν) ≍ Rν

引理 12.4（主力）：半径  球内格点数 ；任意格

在计数上等效于矩形格。

6 R ≍ Rν/(R1 ⋯Rν)

伴随格 + 引理 12.5（Mahler）： ，格与对偶格疏密

成倒数。

7 RμSn−μ+1 ≍ 1

自伴随  维格（对称 ）：推出 。8 2n γ Rn ≪ 1 ≪ Rn+1

引理 12.6（终点）：解数  随尺度缩小不会掉得比 

更快——三次型工作的直接工具。

9 N(Z) (Z1/Z2)n



脚注：原文中"  垂直于 "指从原点  到点  的向量垂直于从  到点  的向量，即内积

。

返回 全书目录
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x1y1 + ⋯ + xnyn = 0
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