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DAV E N P O R T  ·  圆法  ·  高中详解版

三次型：劣弧与优弧
Cubic forms: minor arcs and major arcs

本章要解决什么  我们想数清楚：一个固定的三次型 （即每一

项都是三次的多项式，例如 ），在一个边长正比于  的大盒子

里，有多少组整数点  使得 。圆法（Hardy–Littlewood circle

method）把这个"解的个数"写成一个  上的积分 

。本章做两件事：(1) 把积分区间  切成两类——靠近"简单分数"  的

一小撮短区间叫优弧 ，其余全部叫劣弧 ；(2) 证明劣弧上的积分很小

（可以忽略，引理 15.1），而优弧上的积分能被算成一个干净的乘积

（引理 15.2–15.4），其中  是奇异级数、  是奇异积分。读完你

会明白：为什么要这样切、每一处放缩到底放了多少、那些"显然"的跳步具体

是怎么补的。

阅读提示：本页把第 15 章的每一段译文都摊开来讲。凡是原文写"显然""容易看出"或直接

跳步的地方，我都补成一条一条的完整推导。凡超出高中范围的符号（复指数、积分挑

选、求和号、同余、  与 、欧拉函数、测度……）第一次出现时都从零讲起。

第 0 节　读这一章前，必须先认识的几个"老朋友"

第 15 章在书里是承上启下的一章，它张口就用 、 、引理 13.4、第 4

章、第 13 章的盒子……这些都是前面章节定义好的。为了让只有高中基础的你也
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能独立读懂本章，下面先把这些"老朋友"逐个请出来介绍一遍。已经熟悉的同学可

以快速略过。

0.1　复指数 ：圆法的"心脏"

记号   读作"e 括号 alpha"，是  的简写。这里  是虚数单位（

）， ，  是一个实数。

高中阶段你学过复数 ，也学过它在复平面上是一个点。欧拉公式（大学才

系统学，但结论可以先用）告诉我们

把  代进去，就得到

它有三条关键性质，本章反复要用：

e(α) = e2πiα

e(α) e(α) = e2πiα i

i2 = −1 π = 3.14159 … α

a + bi

eiϑ = cosϑ + i sinϑ.

ϑ = 2πα

e(α) = e2πiα = cos(2πα) + i sin(2πα).

模长恒为 1：因为 ，所以

。也就是说，无论  取什么实

数，  都落在复平面的单位圆上。这正是"圆法"名字的来源。

1 cos2 + sin2 = 1

|e(α)| = √cos2(2πα) + sin2(2πα) = 1 α

e(α)

周期为 1： ，因为

。所以  走一圈（加 1）就回到原处——区

间  正好对应单位圆转一整圈。

2 e(α + 1) = e2πi(α+1) = e2πiα ⋅ e2πi = e(α)

e2πi = cos 2π + i sin 2π = 1 α

[0, 1]

把整数变成 1：若  是整数，则 。这条性质是下

面"积分挑零点"的关键。

3 m e(m) = e2πim = 1



实轴

虚轴

e(α) = e²ᵖⁱᵅ

2πα

1

模长 |e(α)| = 1（永远在圆上）

实数  决定单位圆上转过的角度 。  从 0 增到 1，点  在单位圆上正好转一整圈回

到 1。

0.2　求和号  与生成函数 

记号   表示"把  在所有允许的  上加起来"。这里粗体

 是一个  维整向量，相当于  个整数坐标打包成一个

点。

圆法的核心对象是下面这个和（书中第 13 章定义，本章直接用）：

α 2πα α e(α)

∑ S(α)

∑
x

f(x) f(x) x

x = (x1,x2, … ,xn) n n



逐块翻译它：

一个固定的三次型，即关于  的齐三次多项式（每一项次数恰为 3，

如 ）。"齐次三次"意味着 ——所有变量同时放大

 倍，函数值放大  倍。这条齐次性在本章末尾极其关键，记住它。

一个固定的盒子（  维区域，例如  这种单位立方体，或别的有界凸

区域）。它规定了我们"在哪一块范围里数点"。

一个很大的正实数，是我们的放大倍数。  表示把盒子  各方向放大  倍

后的大盒子。  就是"盒子越来越大"。

求和范围：取遍大盒子  里所有整点（坐标全是整数的点）。这样的整点大

约有  个（体积量级）。

把一串和写成关于  的函数 ，这种"用一个辅助变量打包一堆信息"的做法叫

生成函数。它的好处下一节立刻显现。

0.3　积分  怎样"挑出"  的解

记号   是定积分，几何上是  在  上"曲线下的面积"（复值函数

就实部虚部分别积分）。本章它扮演一个"筛子"。

关键的正交关系：对任意整数 ，

S(α) = ∑
x∈PB

e(αC(x)).

C(x)

x1, … ,xn

x3
1 − 2x2

2x3 C(tx) = t3C(x)

t t3

B

n 0 ≤ ξj < 1

P

PB B P

P → ∞

x ∈ PB

PB

P n

α S(α)

∫
1

0

C(x) = 0

∫
1

0

g(α) dα g [0, 1]

m



为什么？把它当一个高中可验证的小计算补全：

于是把  直接在  上积分：

这就是圆法的总纲领：把"数解"变成"算一个积分"。本章的全部工作，都是为了把

这个积分  估出来。  中的字母  取自 number（个数）。

0.4　两个量级记号：  与 

∫
1

0
e(mα) dα = {

1, m = 0,

0, m ≠ 0.

若 ：被积函数 ，于是 。1 m = 0 e(0) = 1 ∫ 1
0 1 dα = 1

若 ： 。在一个完整周期

 上，  和  恰好走过  个整周期，正负相

消，积分都是 。（用原函数算也行：

，这里用到 0.1 的性质 3：

。）

2 m ≠ 0 e(mα) = cos(2πmα) + i sin(2πmα)

[0, 1] cos(2πmα) sin(2πmα) |m|

0

∫
1

0 e(mα)dα =
e(m)−e(0)

2πim = 1−1
2πim = 0

e(m) = 1

S(α) = ∑x e(αC(x)) [0, 1]

N (P) = ∫
1

0
S(α) dα = ∑

x∈PB

∫
1

0
e(αC(x)) dα = ∑ 1.

x∈PB
C(x)=0

把积分和求和交换次序（有限和，合法）。1

对每个 ，  是个整数 。由正交关系，只有当  时

，否则为 。

2 x C(x) m C(x) = 0

∫ 1
0 e(αC(x))dα = 1 0

所以这一积分把"  的点"全部记 0、"  的点"各记 1，加

起来正好是方程  在大盒子里的整数解个数。

3 C(x) ≠ 0 C(x) = 0

C(x) = 0

∫ 1
0 S(α) dα N (P) N

O(⋅) ≪



记号  写 （读"f 是大 O g"）或等价地 （读"f 远小于等于 g"，

Vinogradov 记号），意思是：存在一个与  无关的常数 ，使得对所有足

够大的  都有 。

翻成人话：  就是"  的大小被  控制住，至多差一个固定倍数"。我们不关心

那个常数   到底是  3 还是  100，只关心随   增大时谁涨得快。例如

，因为当  大时 。本章满纸都是 ，因

为我们要的从来不是精确值，而是"主项  误差上界"这场赛跑的胜负。

记号  （epsilon）在解析数论里专指"一个可以任意小的正数"。出现  表

示"比任何  的正幂都慢的增长"（如  这类），写成  是为了把它统一地

塞进幂次记号里方便比较。每次出现的  可以不一样，但都任意小。

0.5　有理逼近、最大公约数  与"靠近分数"

记号   指整数  与  的最大公约数。  表示  互素（除 1 外无

公因子），此时分数  是最简分数。

"  有满足某条件的有理逼近 "的意思是：能找到最简分数 ，使  离 

很近。一个基础事实（狄利克雷逼近定理，本章引理 15.1 的证明里用到其特例）

是：任何实数都能被分母不太大的分数逼近到一定精度。具体地，对任意实数 

和任意 ，都存在  和整数  使 。这是后面"每

个  最终都落进某个 "的根据。

第 1 节　从引理 13.4 出发：每个  非"小"即"靠近分数"

下面进入正文，按译文段落顺序逐段讲。先抄出该段在说什么，再展开补全。

f = O(g) f ≪ g

P c > 0

P |f| ≤ c |g|

f ≪ g f g

c P

5P 2 + 7P ≪ P 2 P 5P 2 + 7P ≤ 12P 2 ≪

>

ε P ε

P logP P ε

ε

(a, q)

(a, q) a q (a, q) = 1 a, q

a/q

α a/q a/q α a/q

α

Q ≥ 1 1 ≤ q ≤ Q a |qα − a| ≤ 1/Q

α ξ(θ)

α



译文 · 第 1 段 "从现在起，我们可以假设引理 13.4 的备选 B 成立。于是，对

任意 ，要么 \(|S(\alpha)|

这一段在讲什么：它引用前一章（第 13 章）证好的一个"二选一"定理，作为

本章一切论证的起点。我们先解释这个"备选 B"是什么、它为什么有用。

第 13 章用 Weyl 型方法证明了关于  的一条二分律（引理 13.4）。它

说：固定一个参数 （一个介于 0 和 1 之间的小正数，用来调节"标准"的松

紧），那么对每一个实数 ，下面两种情形至少有一种成立：

备选 A（即不等式 (15.1)）

指数和很小： \[ |S(\alpha)|比"满值 "小了一个因子  的上

界。  越大，这个节省越多，"小"得越厉害。

备选 B

 "几乎是一个简单分数"：它属于集合 ，即存在最简分数  满足

(15.2)（下面马上讲）。

为什么这条二分律是圆法的发动机   在  是简单分数附近会"共

振"变得很大（许多项的相位  接近整数、 、同向叠加）；而

在"乱七八糟"的  处，各项相位杂乱、互相抵消，  就小。二分律把

这个直觉精确化为一个定理：要么你确实小（备选 A），要么你必然靠着某

个分数（备选 B）。这正是"切成优弧/劣弧"的合法性来源。

符号  里的  怎么读   的指数是 。其中

 是变量个数，  是我们选的参数。  这个" "来自三次型 Weyl 估计

里逐次平方降次的损耗（第 13 章的内容），这里当作已知系数直接用。

译文 · 第 2 段（式 15.2） "……这些实数具有满足下述条件的有理逼近

： "

α

S(α)

θ

α

P n P − 1
4 nθ+ε

θ

α ξ(θ) a/q

|S(α)| α

αC(x) e(⋅) ≈ 1

α |S(α)|

S(α) 1
4 nθ P n− 1

4 nθ+ε n − 1
4 nθ + ε

n θ 1
4 nθ

1
4

a/q (a, q) = 1,  1 ≤ q ≪ P 2θ,  |qα − a| ≪ P −3+2θ.



逐项拆解 (15.2)：

分数  是最简的（见 0.5）。这样每个"逼近中心"只数一次，不重复。

分母  不能太大——被  的一个小幂  卡住。分母小 = 分数"简单"。

 越小，允许的分母越少，"简单分数"的清单越短。

把它两边除以 ： 。也就是  离分数  的距离

非常小（量级 ，当  大时极小）。所以  就是"以各个简单分

数  为中心、半径约  的一堆小区间的并"。

记号  希腊字母  读"克西"。  是一个实数集合（不是一个数！），

定义为"所有满足备选 B（即 (15.2)）的  的全体"。它依赖参数 ：  越

大，(15.2) 越宽松（  可更大、区间可更宽），  这个集合就越大。即

。这条单调嵌套性质是引理 15.1 证明的骨架。

0 11/21/3 2/3
1/4 3/4

ξ(θ)：红色小区间的并集（围着简单分数 a/q）

分母 q 越大，区间越窄；θ 越大，区间越多越宽

集合  由围绕各最简分数 （ ）的小区间拼成。红区间之外的  满足

备选 A（  小）。

译文 · 第 3 段 "只要 ，这个结果就足以满意地估计  之外

所有  对积分  的贡献，其中  可取任意固定正数，与  无

(a, q) = 1, 1 ≤ q ≪ P 2θ, |qα − a| ≪ P −3+2θ. (15.2)

(a, q) = 1

a/q

1 ≤ q ≪ P 2θ

q P P 2θ

θ

|qα − a| ≪ P −3+2θ

q α − a
q

≪ 1
q
P −3+2θ∣ ∣ α a/q

P −3+⋯ P ξ(θ)

a/q 1
q
P −3+2θ

ξ(θ) ξ ξ(θ)

α θ θ

q ξ(θ)

θ1 < θ2 ⇒ ξ(θ1) ⊆ ξ(θ2)

ξ(θ) a/q q ≪ P 2θ α

|S(α)|

n ≥ 17 ξ(θ0)

α N (P) θ0 P



关。显然把  取小是有利的。"

这段在讲什么：它预告了本章的"分工方案"，并解释参数  的取法理由。

为什么是 ：下面引理 15.1 的证明会逼出一个不等式

。这里的  要求系数 ，即 ，

也就是 。变量个数越多，各项越能充分抵消、劣弧上越好控

制。17 是这套估计能跑通的最小维数。（这也是历史上 Davenport 证

明"17 个变量的非奇异三次型必有非平凡整数零点"这一著名定理的来

由。）

 是个固定的小正数：它划定优弧与劣弧的分界线。  取得越小，优

弧  越窄、越少（因为  允许的分母更少），优弧上要做

的精细计算就越轻；同时劣弧变大，但只要 ，劣弧仍能被引理

15.1 全部压下去。所以"把  取小有利"。"固定、与  无关"是要点：

 是先选定的常数，不随盒子放大而变。

译文 · 第 4 段（优弧/劣弧的定义） "我们定义优弧  为集合 

……并定义劣弧  为它关于区间  的补集。"

记号  与  花体大写 （major，优弧）、花体小写 （minor，劣

弧）。优弧 ：靠近简单分数的那些小区间（  在这里"大且

规律"，是主信号）。劣弧 ：区间  里剩下的全部（

 在这里"小且杂乱"，是噪声）。"补集"就是高中集合论里的"全集去掉

这部分"。

"弧"（arc）这个词来自 0.1 的图像：区间  通过  缠成一个单

位圆，  上的一段小区间就对应圆上的一小段弧。Hardy 与 Littlewood

在 1920 年代发明圆法时就在这个圆上工作，"major/minor arcs"由此得

名。我们把整个积分劈成两半：

θ0

θ0

n ≥ 17

θg−1 > 16
17 θg + ⋯ 16/17 16

n
< 1 n > 16

n ≥ 17

θ0 θ0

ξ(θ0) q ≪ P 2θ0

n ≥ 17

θ0 P

θ0

M ξ(θ0)

m 0 < α < 1

M m M m

M = ξ(θ0) S(α)

m = (0, 1) ∖ M (0, 1)

S(α)

[0, 1] α ↦ e(α)

[0, 1]



整章的剧本就是：引理 15.1 证右边那块小到可忽略；引理 15.2–15.4 把左边

那块算成漂亮的乘积。

0 1

优弧 𝔐（红，围着 a/q，要算准）

劣弧 𝔪（黑色其余部分，要证可忽略）

优弧  是一小撮围着简单分数的短区间（红）；它们之间剩下的全部黑色部分就是劣

弧 。两者无缝拼成 。

第 2 节　引理 15.1：劣弧上的积分小到可忽略

引理 15.1.  只要 ，就有

这条引理在说什么、为什么这样要求：主项  的量级我们最后会看到是

（这正是齐三次方程解数的自然量级：约  个点，落在  这一

个三次约束上"应分得"的比例约 ）。所以只要劣弧贡献是 （带一

个正的 ，严格比主项低一个幂次），它在  时相对主项就趋于 0，可

放心扔掉。注意左边用的是 （取模再积分），这比  更强

（三角不等式 ），证到它就够了。

N (P) = ∫
1

0
S(α) dα = ∫

M

S(α) dα

主项（要算准）

+ ∫
m

S(α) dα

误差（要证小）

.

 

M

m [0, 1]

n ≥ 17

∫
m

|S(α)| dα ≪ P n−3−δ (δ > 0).

∫
M
S

P n−3 P n C = 0

P −3 P n−3−δ

δ P → ∞

|S(α)| ∫
m
S dα∣ ∣∫ S ≤ ∫ |S|∣ ∣



记号  希腊字母 delta，这里是一个固定的小正数，表示"主项比误差高出

的那一点点幂次余量"。它和  一样小，但角色不同：  是我们要争取到

的"安全边际"。

译文 · 证明第 1 段 "我们选取一组数 。

每个实数  都落在  中，因为总能找到  使 \(q\le P^{3/2},\

|q\alpha-a|

证明思路总览：劣弧太大，不能一口吃下。技巧是把它切成一层层

的"壳"——像洋葱：从最外层   一层层剥到  。每一层壳

 上，我们能同时控制两件事：(i) 这层壳里   不在

 中，故备选 A 以  成立，给出  的上界；(ii) 这层

壳的"长度（测度）"不超过  的测度，可算。两者一乘就是这层的

积分贡献。把所有层加起来即得。

把"显然"补全为完整步骤：

δ

ε δ

θ0 < θ1 < ⋯ < θh = 3
4 + δ

α ξ(θh) a, q

ξ(θh) ξ(θ0)

ξ(θg) − ξ(θg−1) α

ξ(θg−1) θ = θg−1 |S|

ξ(θg)

选一串递增的参数 。最小的 

是优弧的分界，最大的  是一个"足够大、能装下

所有 "的值。中间插多少个、插多密，待会儿按需要定（这

是后面"选得足够接近"的伏笔）。

1 θ0 < θ1 < ⋯ < θh = 3
4 + δ θ0

θh = 3
4 + δ

α

验证最外层  装得下每个实数 。用狄利克雷逼近定理

（见 0.5）取 ：对任意 ，存在  与

整数  使 。

2 ξ(θh) α

Q = P 3/2 α 1 ≤ q ≤ P 3/2

a |qα − a| ≤ 1/Q = P −3/2

核对这恰好就是  的条件。把  代入

(15.2)：要求 ，而我们有 ，满

足（ ）；要求

3 ξ( 3
4 + δ) θ = 3

4 + δ

q ≪ P 2θ = P 3/2+2δ q ≤ P 3/2

P 3/2 ≤ P 3/2+2δ



最外 ξ(θₕ) = 整条 (0,1)

ξ(θₕ) − ξ(θₕ₋₁)（最外层壳）

ξ(θₕ₋₁) − ξ(θₕ₋₂)

…逐层…

ξ(θ₀)= 优弧 𝔐
（最里层，不属于劣弧）

洋葱式分层：最里层  是优弧；其外每一圈"壳"  合起来

就是劣弧。在每层壳上分别估计  的上界与壳的测度。

，而我们有

，也满足。故

。结论： （几乎）整条 

，每个  都在里面。

|qα − a| ≪ P −3+2θ = P −3/2+2δ

|qα − a| ≤ P −3/2 ≤ P −3/2+2δ

α ∈ ξ( 3
4 + δ) = ξ(θh) ξ(θh) = (0, 1)

α

把劣弧写成壳的并。劣弧 。因为

（单调嵌套，见 

的符号框），整段  去掉最里层 ，剩下的可一层层

拆：

这里  是集合差"在  里但不在  里"（高中集合论的

）。相邻两层的差恰好两两不重叠，拼起来就是整个劣

弧。

4 m = (0, 1) ∖ ξ(θ0)

ξ(θ0) ⊆ ξ(θ1) ⊆ ⋯ ⊆ ξ(θh) = (0, 1) ξ(θ)

(0, 1) ξ(θ0)

m = (ξ(θh) − ξ(θh−1)) ∪ ⋯ ∪ (ξ(θ1) − ξ(θ0)).

X − Y X Y

X ∖ Y

ξ(θ0) ξ(θg) − ξ(θg−1)

|S|



译文 · 证明第 2 段（核心估计） "在  上，(15.1)

以  成立，故 。该集合测度不

超过  的测度 

。因此其贡献 。当 ，只要

，这就是 。可把

 取得彼此足够接近使之成立。"

这是全证明的心脏。我们把每一步、每个量级都算清楚。

记号"测度"  一个由区间拼成的集合的测度就是这些区间总长度（高

中说的"区间长度之和"）。积分  可以粗暴地用

 来上界控制——"最高的高度 × 底的宽

度 ≥ 真实面积"。这就是下面"上界 × 测度"打法的依据。

ξ(θg) − ξ(θg−1)

θ = θg−1 |S(α)| ≪ P n− 1
4 nθg−1+ε

ξ(θg) ≪ ∑q≤P 2θg ∑
q
a=1 q

−1P −3+2θg ≪ P −3+4θg

≪ P n− 1
4 nθg−1−3+4θg+ε n ≥ 17

θg−1 > 16
17 θg + 4

17 (δ + ε) ≪ P n−3−δ

θ1, … , θh

∫E |S(α)|dα

(maxE |S|) × (E的测度)

这层壳上  的上界。壳  里的点都不在

 中，即对  备选 B 失败，于是备选 A（即

(15.1)）必成立：

这里用 （不是 ）是关键——因为"不在 "才是我

们手里的信息。

1 |S| ξ(θg) − ξ(θg−1)

ξ(θg−1) θ = θg−1

|S(α)| ≪ P n− 1
4 nθg−1+ε (α ∈ ξ(θg) − ξ(θg−1)).

θg−1 θg ξ(θg−1)

这层壳的测度上界。壳 ，故其测度   的测度。

而  是一堆围着 （ 、 ）的小区间

的并，每个区间长度为 （由

(15.2) 第三式除以  得来，见第 1 节）。把它们全加起来：

2 ⊆ ξ(θg) ≤ ξ(θg)

ξ(θg) a/q q ≤ P 2θg (a, q) = 1

2 ⋅ 1
q
P −3+2θg ≪ 1

q
P −3+2θg

q



测度  ≪   ∑
q≤P 2θg

 
q

∑
1

q
P −3+2θg .

a=1
(a,q)=1

先对  求和。固定 ，里层求和项  与  无关，  取

 到  中与  互素者，个数 （满打满算  个）。所以

（  与  恰好抵消——这是分母  起的"归一化"作用。）

3 a q 1
q
P −3+2θg a a

1 q q ≤ q q

q

∑
1

q
P −3+2θg   ≤  q ⋅

1

q
P −3+2θg = P −3+2θg .

a=1
(a,q)=1

q 1/q q

再对  求和。上式与  无关，  从  取到 ，共

 个值：

这正是译文里那个 。

4 q q q 1 ≤ P 2θg

≪ P 2θg

测度  ≪   ∑
q≤P 2θg

P −3+2θg   ≪  P 2θg ⋅ P −3+2θg = P −3+4θg .

≪ P −3+4θg

上界 × 测度 = 这层壳的积分贡献。5

∫
ξ(θg)−ξ(θg−1)

|S(α)| dα  ≪  P n− 1
4 nθg−1+ε

|S| 上界

× P −3+4θg

测度

= P n−
 

要它 ，比较指数。需要

两边消去 ，移项得 ，即

6 ≪ P n−3−δ

n − 1
4 nθg−1 − 3 + 4θg + ε  ≤  n − 3 − δ.

n − 3 1
4 nθg−1 ≥ 4θg + ε + δ



译文 · 证明收尾 "……于是得到所要的结论。"

θg−1  ≥  
16

n
θg +

4

n
(δ + ε).

用上 。当  时  且 ，所

以只要更强的

成立，上一行就自动成立。这正是译文给的条件。注意

 是命门：系数严格小于 1，才可能让较小的 

压住较大的 。若 ，系数 ，这条路就走不通——

这就是" "的精确来历。

7 n ≥ 17 n ≥ 17 16
n

≤ 16
17 < 1 4

n
≤ 4

17

θg−1  >  
16

17
θg +

4

17
(δ + ε)

16/17 < 1 θg−1

θg n ≤ 16 ≥ 1

n ≥ 17

为什么"取得足够接近"就能办到。把上一条不等式改写成

。只要  有正的下界（它

），且  取得足够小，使右边

，那么把相邻的  之间的间距

取得比这个正数还小，不等式就成立。区间  长度

有限，要插入足够密的有限多个分点  当然办得

到。层数  是一个有限常数，与  无关。

8

θg − θg−1 < 1
17 θg − 4

17 (δ + ε) θg

≥ θ0 > 0 δ, ε
1
17 θg − 4

17 (δ + ε) > 0 θg−1, θg

[θ0, 3
4 + δ]

θ1, … , θh−1

h P

把各层加起来。每一层壳的贡献都 ，层数  是有

限常数，故

1 ≪ P n−3−δ h

∫
m

|S(α)| dα =
h

∑
g=1

∫
ξ(θg)−ξ(θg−1)

|S| dα  ≪  h ⋅ P n−3−δ  ≪



小结 劣弧虽大，但  在那里足够小；通过"洋葱分层 + 每层用

 控高度、用  控宽度"，把整块劣弧积分压到了主项之下。

 恰好保证压得住。

第 3 节　转向优弧：放大区间与两个新对象

译文 · 第 5 段 "现在处理优弧 ，由 (15.2) 取  给出。

令 ，则 (15.2) 变为

。"

记号  与   是优弧中"围着一个具体分数 "的那一小

段区间（带下标 ）；整个优弧  是所有这些小段的并。 （大

写 delta）只是缩写 ——把 (15.2) 里反复出现的  换成

单个字母，式子更清爽。  小，则  小。

逐项核对换元后的式子。把  代入 (15.2)，再用 ：

分母条件 。✓

逼近条件 ；这里把  写成 

（吸收常数，约定优弧就这样定义）。✓

于 是 优 弧   是 中 心  、 半 宽   的 区 间 （ 把

 除以 ）。注意此时区间宽度还依赖 （带着 ）

——这给后面的计算添麻烦，所以下一段要"放大"它。

（有限个  相加，常数倍仍是 。）引理

15.1 证毕。∎

≪ P n−3−δ ≪ P n−3−δ

|S|

θg−1 θg

n ≥ 17

Sa,q, I(β)

Ma,q θ = θ0

2θ0 = Δ

(a, q) = 1,  1 ≤ q ≪ P Δ,  |qα − a| ≤ P −3+Δ

Ma,q Δ Ma,q a/q

a, q M Δ

Δ := 2θ0 2θ0

θ0 Δ

θ = θ0 Δ = 2θ0

q ≪ P 2θ0 = P Δ

|qα − a| ≪ P −3+2θ0 = P −3+Δ ≪ ≤

Ma,q a/q 1
q
P −3+Δ

|qα − a| ≤ P −3+Δ q q 1/q



译文 · 第 6 段（放大优弧，式 15.3） "把优弧略微放大会方便；

用区间  代替它们，把最后一个不等式左边除以 、右边不

除： 。这样做

显然允许，因为附加集合的贡献是劣弧对  贡献的一部

分，已被引理 15.1 覆盖。"

这一步做了什么、为什么能做：

M
′
a,q q

(a, q) = 1,  1 ≤ q ≪ P Δ,  |α − a/q| ≤ P −3+Δ

∫ |S|dα

(a, q) = 1, 1 ≤ q ≪ P Δ, α − a
q

≤ P −3+Δ.∣ ∣ (15.3)

动作：原来的优弧条件是 ，即

（宽度含 ）。新条件 (15.3) 直接写

（去掉了 ）。因为 ，新区间比

旧区间更宽（宽了  倍），即 。这就是"放大"。

区间记号加一撇  表示"放大版"。

1 |qα − a| ≤ P −3+Δ

|α − a/q| ≤ 1
q
P −3+Δ 1/q

|α − a/q| ≤ P −3+Δ 1/q q ≥ 1

q Ma,q ⊆ M
′
a,q

′

为什么允许（合法性）：放大后多出来的那部分 

原本属于劣弧 。而引理 15.1 已经证明整个劣弧上  都

。把其中一小块从劣弧"借"到优弧来算，对优弧主

项的影响也被同一个  误差控制住，不会破坏最终结

论。所以"显然允许"。

2 M
′
a,q ∖ Ma,q

m ∫ |S|

≪ P n−3−δ

P n−3−δ

需要确认不重叠：放大后各  仍互不相交（否则会重复计

数）。这由  足够小保证：两个不同最简分数 （

）之间的距离 ，远大于区间半宽

（因为 ，即 ，即

，对小  成立）。所以放大后区间仍彼此分离。

3 M
′
a,q

Δ a/q ≠ a′/q ′

q, q ′ ≪ P Δ ≥ 1
qq ′ ≫ P −2Δ

P −3+Δ P −2Δ ≫ P −3+Δ −2Δ > −3 + Δ

Δ < 1 Δ



a/q（q 小） a'/q'（q' 大）

原优弧 𝔐ₐ,q：宽度 ∝ 1/q（随 q 变）

放大后 𝔐′ₐ,q：宽度都相同（与 q 无关）

放大把"宽度随  变化"的区间统一成"宽度都等于 "的区间。多出来的

部分原属劣弧，已被引理 15.1 兜底。

译文 · 第 7 段（放大的目的） "这一放大的目的，正如第 4 章，

是使区间长度与  无关。只有当  被  的某个小幂界定时才可

能；但只要可能，就带来一点简化：奇异级数与奇异积分的分离

会在证明中较早处发生。"

为什么要让区间长度与  无关（取舍解释）：

后面引理 15.4 要把优弧上的积分  拆成"对  求

和"乘"对位置积分"两个独立部分。如果每个区间的积分上下限还

含着 （宽度 ），那"积分"部分就甩不掉 ，没法和"求

和"部分干净地分家。把区间宽度统一成与  无关，求和与积分就

能彻底分离——这正是 （奇异级数，只含  的和）与 （奇

异积分，只含位置的积分）能在引理 15.4 里"提前、利落地"分开

的原因。

为什么"只有  被小幂界定时才能这样做"：放大多出的部分必须

能被劣弧误差兜住。若允许  大到  的较大幂，放大区间会太

宽、相互重叠、且多出的面积会超过劣弧能承受的  量级，

论证就崩了。正因为这里 （  是小幂），放大才安全。

这是一个用"分母小"换"结构简化"的权衡。

q 2P −3+Δ

q q P

q

∫
M′ S dα a, q

q ∝ 1/q q

q

S a, q J

q

q P

P −3−δ

q ≪ P Δ Δ



译文 · 第 8 段（定义  与 ） "我们定义

， ，其

中  是第 13 章定义  时所用的盒子。"

这两个新对象是把  在优弧上"近似分解"出来的两块零件，下一节

引理 15.2 会证明它们确实拼出 。先讲清它们各自是什么、为什

么这样定义。

记号"同余"与  " "表示  的每

个坐标只看它除以  的余数，即  取遍 。这样的 

共有  个（每个坐标  种选择）。两个整数  读作"

与  模  同余"，意思是  被  整除。同余是初等数论的基本语

言，高中竞赛里见过。

完整指数和（complete exponential sum）。它只是把  在

 处、但求和范围缩到"一个周期"  的版本——一

个有限的和（  项），完全由  和三次型  决定，与  无关。

它刻画的是"在模  意义下，方程  的解结构"，即算术信息。

它将组装成奇异级数 。为什么这样定义合理？因为  模  只

依赖  模 （三次型系数是整数），所以  在  跑遍一个

完整周期时的"平均行为"就由这  项捕捉。

积分型生成函数（连续版的 ）。把  里

的"对整点求和"换成"对盒子里连续点积分"，并把  记作 。它刻

画的是"实数层面、几何层面"上  的体积，即分析信息，将组

装成奇异积分 。  是连续变量，

Sa,q I(β)

Sa,q = ∑z(mod q) e(
a
q
C(z)) I(β) = ∫

PB
e(βC(ξ)) dξ

PB S(α)

S(α)

S(α)

z (mod q) z (mod q) z = (z1, … , zn)

q zj 0, 1, … , q − 1 z

qn q a ≡ b (mod q) a

b q a − b q

Sa,q = ∑
z (mod q)

e(
a

q
C(z))

S(α)

α = a/q z (mod q)

qn a, q C P

q C ≡ 0

S C(x) q

x q e( a
q
C(x)) x

qn

I(β) = ∫
PB

e(βC(ξ)) dξ

S S(α) = ∑x∈PB
e(αC(x))

α β

C ≈ 0

J ξ = (ξ1, … , ξn)



 是  重积分。  是  相对中心  的小偏移量

（下一节 ）。

动机一句话 圆法在优弧上的核心信念是："指数和  算术因子 ×

几何因子"。引理 15.2 把这句信念写成精确等式

——前者  管"模  的同余约束"，后者

 管"实数盒子里的体积"，  是归一化。这就是奇异级数与

奇异积分日后分家的胚胎。

第 4 节　引理 15.2：把  在优弧上分解

引理 15.2.  对区间  中的 ，令 ，则

记号  与  （beta）是  到优弧中心  的偏移：

。在 (15.3) 中 ，是个很小的量。把 

拆成"主分数  + 小偏移 "，是优弧分析的标准动作。

这条引理在说什么：在每个优弧小区间上，复杂的指数和  可以被

一个干净的乘积  逼近，误差只有 ——比主

项（量级会到  左右）低了将近一整个幂次，可控。下面把证明每

步补全。

译文 · 证明开头 "引理 4.2 证明中的粗略论证此处也够用，因为 

与  相比非常小。不过现在要在  维而非一维工作，即用积分

代替求和。我们必须估计大盒子里整点个数与其体积之差。"

dξ = dξ1 ⋯ dξn n β α a/q

α = β + a/q

≈

S(α) ≈ q−nSa,q I(β) Sa,q q

I(β) q−n

S(α)

M
′
a,q α α = β + a/q

S(α) = q−nSa,q I(β) + O(P n−1+2Δ).

β α = β + a/q β α a/q

β = α − a/q |β| ≤ P −3+Δ α

a/q β

S(α)

q−nSa,qI(β) O(P n−1+2Δ)

P n

q

P n



核心思想：把求和按"模  的余数类"分组，组内的相位  部分是常

数（同余！），只剩  这一慢变部分；而慢变部分的"求和"约等于"积

分"，差就是我们要控制的误差。先做主项的恒等变形（译文跳过了，

这里完整补上），再估误差。

4.1　主项怎么来的（译文省略，补全）

q a
q
C

βC

把每个整点  按余数拆分：令 ，其中  是余数

（\(0\le z_j

1 x x = qy + z z

拆开相位 ：

（用了 ，即指数相加。）

2 α = β + a/q

e(αC(qy + z)) = e( a
q
C(qy + z)) e(βC(qy + z)).

e(u + v) = e(u)e(v)

第一个因子里用同余化简。因为  是整系数三次型，把

 代入展开，凡含  的项都带因子 （甚至 ），所

以

于是  与  相差一个整数，而 

（性质 0.1.3），故

关键点：这个因子只依赖 ，与求和变量  无关，可以提到 

-求和号外面。

3 C

qy + z y q q2, q3

C(qy + z) ≡ C(z) (mod q).

a
q
C(qy + z) a

q
C(z) e(整数) = 1

e( a
q
C(qy + z)) = e( a

q
C(z)).

z y y



提出常数因子：4

S(α) = ∑
z (mod q)

e( a
q
C(z))∑

y

e(βC(qy + z))

对 y 的慢变和

.



慢变和  积分。把对  的求和近似成对连续变量  的积分

（误差留到 4.2 估）：

对这个积分作换元 ，则 （  维，每个

坐标缩放  倍，体积元放大  倍），积分区域变回原大盒子

：

这个结果与  无关（换元后约束都化成同一个盒子）。

5 ≈ y η

∑
y

e(βC(qy + z)) ≈ ∫ e(βC(qη + z)) dη.

ξ = qη + z dξ = qn dη n

q qn

PB

∫ e(βC(qη + z)) dη = q−n ∫
PB

e(βC(ξ)) dξ = q−nI(β)

z

合成主项。把它放回去， -求和只作用在第一个因子上，正好

是 ：

主项的来历就此说清：  来自换元的体积因子，  来自同

余化简后的 -求和，  来自慢变和化成的积分。

6 z

Sa,q

S(α) ≈ ( ∑
z (mod q)

e( a
q
C(z))) ⋅ q−nI(β) = q−nSa,q I(β).

q−n Sa,q

z I(β)



大盒子里的整点，每隔 q 取一个同色点

红：同一余数类 z（坐标差都是 q 的倍数）→ 内层对 y 求和

把整点  写成 ：相同余数 （同色）的点构成一个稀疏子格。同余使

 在每个类内为常数，提到外面就分离出 。

4.2　误差到底有多大（逐步估计）

译文 · 证明中段 "对  的盒子边长 ，允许误差 

。又要考虑被积函数在边长 1 范围内的变化：

。由此误差为它乘以

积分区域体积 。"

"用积分代替求和"会差多少？这是把连续积分离散成格点和的标准误差

分析。我们要的是单个余数类  上" "的大小。

记号 （偏导数）  对多元函数只对其中一个变量  求导、把

别的变量当常数，叫偏导数（大学内容，但理解成"沿第  个坐标方

x qy + z z

e( a
q C) Sa,q

y ≪ P/q (P/q)n−1

∂
∂ηj

βC(qη + z) ≪ |β|qP 2 ≪ qP −1+Δ∣ ∣≪ (P/q)n

z ∑y − ∫ dη

∂/∂ηj ηj

j



向的变化率"即可）。它衡量函数在该方向上变化的快慢；下面用它来

量"被积函数在一格之内能变多少"。

求和与积分之差的一般原理：把光滑函数  在一个边长  的  维盒子

里"按整点求和"对比"积分"，误差由两部分构成——(边界效应)：盒子

表面附近多算/少算的格子，量级 ≈（表面积）×（  的最大值）≈

；(内部波动)：每个单位格子内  不是常数带来的偏

差，量级 ≈（体积）×（  在一格内的最大变化）≈ 

。下面逐项代入。

f L n

f

Ln−1 ⋅ max |f| f

f Ln ⋅ (每格变化)

盒子尺寸。约束 \(01

边界效应项。被积函数  模长恒为 1，故

。边界效应 。这正是

译文的"允许误差 "。

2 f = e(βC(qη + z))

max |f| = 1 ≪ Ln−1 ⋅ 1 = (P/q)n−1

(P/q)n−1

每格内的变化有多大——算偏导。对  求偏导：

（链式法则：外层 ，内层  对  的导数是 

。）因为  是三次型，  是二次多项式；其自变量

 在大盒子里量级 ，故 。于是

3 ηj

∂

∂ηj
[βC(qη + z)] = β ⋅ q ⋅

∂C

∂xj
(qη + z).

βC xj = qηj + zj ηj q

C ∂C/∂xj

qη + z ≪ P |∂C/∂xj| ≪ P 2

∂

∂ηj
βC(qη + z) ≪ |β| q P 2.∣ ∣代入  的界。优弧上 ，所以4 |β| |β| ≤ P −3+Δ

|β| q P 2  ≪  P −3+Δ ⋅ q ⋅ P 2 = q P −1+Δ.



译文 · 证明末段（合并误差） "求和与积分之差

。（若 

则为 ，对应引理 4.2 里的 。）对  的  个值求和，最终

误差 。"

这就是译文的 。它表示：被积函数  的"相位"在

每移动一格（  变 1）时改变 ，所以  本身在一

格内的变化也 （因为 

）。

≪ qP −1+Δ f

ηj ≪ qP −1+Δ f

≪ qP −1+Δ |e(u) − e(v)| ≤ 2π|u − v|

内部波动项。=（每格变化）×（积分区域体积

）：

5

≪ Ln = (P/q)n

qP −1+Δ ⋅ (P/q)n = qP −1+Δ ⋅ P nq−n = P n−1+Δq1−n.

≪ (P/q)n−1 + qP −1+ΔP nq−n ≪ P n−1+Δq1−n n = 1

P Δ P δ z qn

≪ P n−1+Δq ≪ P n−1+2Δ

合并单类误差。把两项加起来：

（第一项 ，比第二

项少了因子 ，所以被第二项吸收。）这就是单个余数

类  上的求和-积分误差。

1

(P/q)n−1 + P n−1+Δq1−n = P n−1q1−n + P n−1+Δq1−n ≪

(P/q)n−1 = P n−1q−(n−1) = P n−1q1−n

P Δ ≥ 1

z

（对照 ）代 ： ，正是一维情形

（引理 4.2）里那个误差  的类比。这句话只是帮你和前面

学过的一维华林问题对上号。

2 n = 1 n = 1 P 0+Δq0 = P Δ

P δ

对所有余数类求和。主项 4.1 里我们把误差留到了每个 ；现

在  共  个类，每类误差 ，所以总误差

3 z

z qn ≪ P n−1+Δq1−n



小结 引理 15.2 = "主项恒等变形"（同余把  分离、换元把

 分离）+ "误差估计"（求和换积分的边界与波动误差，被 

小、  小压到 ）。从此优弧上  有了可计算的近似

式。

第 5 节　引理 15.3：完整指数和  的上界

引理 15.3.  对不表示零的固定三次型 ，有

"不表示零的三次型"  指除了平凡解  外，方程  在

某种意义下没有"退化"的解（更准确地说是相关的非奇异性条件）。

这一假设保证  不会因为  太特殊而异常地大。这里当作前提直

接用。

这条引理为什么重要：第  6 节（引理  15.4）要把奇异级数

 加起来并证它收敛。要让这个和收敛、误

差可控，就必须知道每一项   不会太大。引理  15.3 给出

≪ qn ⋅ P n−1+Δq1−n = P n−1+Δ ⋅ q n+1−n = P n−1+Δ q.

代入 。优弧上 ，故

这正是引理 15.2 误差项  的来历。∎

4 q ≪ P Δ q ≪ P Δ

P n−1+Δq  ≪  P n−1+Δ ⋅ P Δ = P n−1+2Δ.

O(P n−1+2Δ)

Sa,q

I(β) q

β P n−1+2Δ S(α)

Sa,q

C(x)

|Sa,q| ≪ q
7
8 n+ε.

x = 0 C(x) = 0

Sa,q C

S(P Δ) = ∑q ∑a q
−nSa,q

q−nSa,q



，于是  ——当  

大时这随  衰减得够快，奇异级数才收敛。它是奇异级数能成立的"地

基"。

译文 · 证明 "对和式  用引理 13.4 备选 B，取

，盒子  取 （求和盒子成 \(0\le

x_j

精妙之处：  本身是个有限和，直接估不容易。技巧是把它认

成另一个  ——令"放大倍数" 、盒子取单位立方体

，那么"大盒子"就是 \(0\le x_j把第 13 章的二分律

（引理 13.4）反过来套到  上。逐步看：

|Sa,q| ≪ q
7
8 n+ε |q−nSa,q| ≪ q−n+ 7

8 n+ε = q− 1
8 n+ε n

q

S(α)

α = a/q,  P = q B 0 ≤ xj < 1

Sa,q

S(α) P = q

0 ≤ xj < 1

Sa,q

套用二分律。对这个特殊的 （ ）

用引理 13.4，取参数 。二分律给出"要么备

选 A，要么备选 B"。

1 S(α) α = a/q,  P = q

θ = 1
2 − ε

备选 A 给出想要的界。若备选 A 成立：\(|S(\alpha)|这

正是引理结论，A 成立就万事大吉。

2

所以只需排除备选 B。剩下要做的是证明：对 

，备选 B不可能发生——这样就只剩 A，结论必成立。

备选 B 说存在  使 \[ 1\le q'\ll P^{1-

2\varepsilon}=q^{1-2\varepsilon},\qquad |q'\alpha-

a'|

3 α = a/q

a′/q ′

第一条推出 \(q'因  而 \(q^{1-

2\varepsilon}

4 q ′ ≪ q1−2ε



小结 把  巧妙地认成" 、单位盒子"下的 ，

再用第 13 章的二分律：备选 B 因  是最简分数（分子非

零、有下界 ）而被排除，于是备选 A 直接给出

。

第 6 节　引理 15.4：优弧积分 = 奇异级数 × 奇

异积分

把  代进第二条。 \[ |q'\alpha-

a'|=\left|q'\frac aq-a'\right|=\left|\frac{q'a-a'q}

{q}\right|

5 α = a/q

分子是非零整数，故下界 。分子  是整

数。它能等于 0 吗？若  则 ，

因 （  最简）必有 ；但 \(1\le q'非零

整数，绝对值 ，于是

6 1/q q ′a − a′q

q ′a − a′q = 0 q ′a = a′q

(a, q) = 1 a/q q ∣ q ′

≥ 1

q ′a − a′q

q
≥

1

q
.∣ ∣导出矛盾。把第 5、6 步合起来：\

(\dfrac1q\le|q'\alpha-a'|不可能成立。

7

结论。既然 B 被排除，二分律只剩 A，故

。∎

8

|Sa,q| ≪ q
7
8 n+ε

Sa,q P = q S(α)

a/q

1/q

|Sa,q| ≪ q
7
8 n+ε



引理 15.4.  若  是全体放大优弧  的并，则对某个

，

其中 \[ \mathfrak S(P^{\Delta})=\sum_{q\ll

P^{\Delta}}\ \sum_{\substack{a=1\(a,q)=1}}^{q}q^{-

n}S_{a,q},\qquad J(P^{\Delta})=\int_{|\gamma|

记号 （奇异级数）与 （奇异积分）  花体 

（singular series，奇异级数）是一个对  的求和，

纯算术对象——把各个素数模下的解的密度信息打包；

它里头的  暗含欧拉函数（见下框）。

（singular integral，奇异积分）是一个对实变量  的

积分，纯几何/分析对象——把"实数解（实点）密度"打

包。"奇异"（singular）是 Hardy–Littlewood 的历史

叫法，并非"有奇点"，而是"主奇异项"之意。本章把 

上的积分干净地写成 ：算术 × 几何 × 尺

度因子。它们的收敛与正性留给第 16、17 章。

欧拉函数   读"phi q"，表示  到  中与  互

素的整数个数。例如 （只有 1、5）。本章里

 这种"对与  互素的  求和"恰好有 

项。它是数论里度量"互素密度"的标准函数，奇异级数

的每一层都用到它。

记号 （gamma）   是积分换元后用的新变量（由 

经  得来）。把  的小范围 \(|\beta|

M′ M
′
a,q

δ > 0

∫
M′

S(α) dα = P n−3
S(P Δ)J(P Δ) + O(P n−3−δ),

S J S

a, q

∑q

(a,q)=1
J

γ

M′

P n−3 ⋅ S ⋅ J

φ(q) φ(q) 1 q q

φ(6) = 2

∑q

a=1,(a,q)=1 q a φ(q)

γ γ β

β = P −3γ β



把 引 理  15.2 的 近 似 式

 在每个优弧上

积分、再对所有  求和，就得到这条总账。分"误

差项"与"主项"两路算清。

译文 · 证明（误差路） "引理 15.2 的误差项，在 \

(|\beta|

S(α) = q−nSa,qI(β) + O(P n−1+2Δ)

(a, q)

单个优弧上对误差积分。引理 15.2 的误

差是常数量级 （不随 

变）。每个优弧  是 ，

长度 。积分 = 长度

× 高度： \[ \int_{|\beta|

1

O(P n−1+2Δ) β

M′
a,q |β| ≤ P −3+Δ

2P −3+Δ ≪ P −3+Δ

对  求和。固定 ，与  互素的  有

 个，每个贡献同样

：

2 a q q a

φ(q) ≤ q

≪ P n−4+3Δ

q

∑ P n−4+3Δ ≤ q P n−4+3Δ.
a=1

(a,q)=1

对  求和。  从 1 到 ，且

（约 

个 ，每个 ）：

这正是译文的 。

3 q q ≪ P Δ

∑q≪P Δ q ≪ (P Δ)2 = P 2Δ P Δ

q ≤ P Δ

∑
q≪P Δ

q P n−4+3Δ  ≪  P 2Δ ⋅ P n−4+3Δ =

P n−4+5Δ



译文 · 证明（主项路） "主项给出 \

(\sum_{q\ll

P^{\Delta}}\sum_{(a,q)=1}q^{-

n}S_{a,q}\int_{|\beta|

要它低于主项。要

，比较指数需

，即

，即 。只要把 

（亦即 ）取得足够小，这就成立——

回应了第 1 节"  取小有利"。误差路完

成。

4

P n−4+5Δ ≪ P n−3−δ

n − 4 + 5Δ ≤ n − 3 − δ

5Δ + δ ≤ 1 Δ ≤ 1−δ
5 Δ

θ0

θ0

把主项在所有优弧上加总。引理

15.2 主项是 。在每

个优弧上对  积分、对  求

和： \[ \sum_{q\ll P^{\Delta}}\

\sum_{\substack{a=1\

(a,q)=1}}^{q}q^{-

n}S_{a,q}\int_{|\beta|每个优弧的

 范围都一样（\(|\beta|求和与积

分彻底独立、可分家。

1

q−nSa,qI(β)

β a, q

β

求和部分 = 奇异级数。把

 单独拎出

来，按定义就是 。

2

∑q ∑(a,q)=1 q
−nSa,q

S(P Δ)

积分部分换元 。令

，则 ；

3 β = P −3γ

β = P −3γ dβ = P −3dγ



范围 \(|\beta|

用齐次性化简 （核心一

步）。按定义

。换元 （把大盒子 

缩回单位盒子 ），则

，而由三次型齐次性

：

 与  恰好抵消！于是

这正是齐次三次方程解数主项里

 那个"3"的来源——三次型

的"3"。

4 I(P −3γ)

I(P −3γ) = ∫
PB

e(P −3γ C(ξ))dξ

ξ = Pζ PB

B

dξ = P ndζ

C(Pζ) = P 3C(ζ)

P −3γ C(Pζ) = P −3γ ⋅ P 3C(ζ)

P −3 P 3

I(P −3γ) = ∫
B

e(γC(ζ))P n dζ

P −3

合成奇异积分。代回第 3 步： \[

\int_{|\beta|

5

主项合体。求和（= ）乘积分（=

）：

6 S

P n−3J

主项 = S(P Δ) ⋅ P n−3J(P Δ) =

主项 + 误差 = 引理结论。把主项路

与误差路（ ）合起来：

7

≪ P n−3−δ



∫ S(α) dα

（优弧 𝔐′ 上）
=

Pⁿ⁻³ × 𝔖（奇异级数）
∑ q⁻ⁿ Sₐ,q（算术） × J（奇异积分）

∫∫ e(γC) （几何）

+ O(Pⁿ⁻³⁻ᵟ)（可忽略的误差）

尺度因子 × 算术密度 × 几何密度 —— 圆法主项的标准形状

引理 15.4 的成果：优弧积分 = （尺度）

× （模  的算术信息）× （实数盒子的几

何信息）+ 小误差。三块各自的收敛、求值、

正性是接下来第 16–17 章的任务。

第 7 节　全章回顾：我们到底

证明了什么

把四条引理串成一条逻辑链

引理 15.4 证毕。∎

∫
M′

S(α) dα = P n−3
S(P Δ)J(

P n−3

S q J

起点（引理 13.4 二分律）：

每个  要么  小，要

么靠近某个简单分数 。

据此把  切成劣弧 

（小而杂）与优弧 （围着

）。

1

α |S(α)|

a/q

[0, 1] m

M

a/q

劣弧可忽略（引理 15.1）：洋

葱分层 + 逐层"上界 × 测

度"，在  时把 

2

n ≥ 17 ∫
m

|S|



只要后面（第 16、17 章）证出

 且 ，就得到

：大盒子里必有

非平凡整数解，而且解数有了精确的

主阶。这正是 Davenport "17 个变量

的三次型必表示零"这一里程碑结果的

解析骨架。

压到 ，严格低于

主项。

≪ P n−3−δ

优弧上分解 （引理 15.2）：

放大区间使宽度与  无关

后，

，把"算术零件 "与"几何

零件 "分离。

3 S

q

S(α) = q−nSa,qI(β) + O(P n−1+2Δ)

Sa,q

I(β)

控制算术零件（引理 15.3）：

把  认作特殊的  再

用二分律，得

，为奇异级

数收敛奠基。

4

Sa,q S(α)

|Sa,q| ≪ q
7
8 n+ε

汇总（引理 15.4）：

。于是

5

∫
M′

S dα = P n−3
S(P Δ)J(P Δ) + O(P n−3−δ)

N (P) = ∫
M′

S + ∫
m

S = P

S > 0 J > 0

N (P) ≫ P n−3 > 0



历史一瞥 圆法由 Hardy 与

Ramanujan（1918，关于配分函数）

萌芽、Hardy 与 Littlewood（1920

年代）系统化，最初用于华林问题

（每个大整数是固定个数的  次方之

和）。把它从"对角型 "推广到

一般三次型  是大难题，因为一

般三次型没有变量分离的好结构，

Weyl 型估计要重做（第 13、14

章）。Davenport 在 1960 年代前后完

成了这套工作，证明只要变量数

（在非奇异等条件下），三次

型方程  必有非平凡整数

解。本章正是这条证明里"切弧 + 估

计"的关键技术环节。后来 Heath-

Brown 等人把 17 改进到了更小（如

14、10），但所用的总体框架仍是这里

的优弧/劣弧分析。

返回 全书目录
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∑ cix
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i
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n ≥ 17

C(x) = 0

https://2026.shisheng.li/davenport/%E9%A6%96%E9%A1%B5.html

