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DAV E N P O R T  ·  圆法  ·  高中详解版

三次型：  进问题
Cubic forms: the p-adic problem

本章要解决什么  整本"三次型"系列（第 13–17 章）用圆法去数方程  的整数解，

最后归结为一句话：只要"奇异级数" ，方程就有非零整数解（第 17 章定理 17.1，需

）。而  又被拆成"对每个素数 ，局部密度 "。第 17 章证明了：只

要  具有"性质 "（某个 ），就有 。

本章就补上最后这块拼图：证明任何  的非退化整系数三次型，对每个素数  都具有

性质 （  有与  无关的上界）。读完你将掌握：什么叫"  进的非奇异解"、Chevalley

定理怎样用、以及 Davenport 设计的一个非常巧妙的"下降 + 不变量计数"论证——它把一

个"无穷多个同余式都不可解"的假设，逼成一个关于整数  的矛盾。

读前约定 本页黑色叙述紧扣译文逐段，彩色框（目标 / 分步推演 / 符号卡 / 图）是为高中生补

的细节。本章只用到：整除与同余、最大公因数、行列式、线性变换、（多元）多项式求导。这

些下面都会从零讲。凡译文写"显然""容易看出"的地方，我们一律展开成一步一句。

0　预备：把本章会用到的"超纲"概念一次讲清

本章几乎每一步都依赖几个"大学才系统学、但其实高中能听懂"的概念。先集中讲透，后面就只

管用。

符号卡：三次型  与它的系数  "型"(form) 就是各项次数都相同的齐次多项式。三次型

= 每一项都是三个变量相乘（可重复）的多项式，例如  都是三次单项式。

个变量的三次型一般写成

其中  是变量组（粗体表示"一串数"），系数  约定关于下标  对称

（即交换下标不改变值，例如 ）。这样写虽有重复，但好处是求导很整齐。

读作" -下标- "。

超纲点：齐次性  每项三次，把所有变量同时乘 ，每项就多出

。于是

这条"提取公因子 "的小事，是本章下降法的发动机，请记牢。
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超纲点：偏导数  与欧拉关系  （读"偏  偏 "）表示：把除  外的变量都看

成常数，只对  求导。例如对 ， ， 。对上面的对

称写法，可算出一个干净公式

右边是个二次型（关于  次数都是 2）。它在本章是核心：  个偏导（ ）

给出  个二次型，它们的系数恰好就是 。还有欧拉关系： 。

超纲点：同余  " " 读作"  与  模  同余"，意思是

（  整除 ），即  除以  余数相同。例如 。本章的模

总是素数的幂 。"方程  可解"就是说能找到整数  使  是  的倍

数。

超纲点：  进数与"非奇异解"  高中只解"实数解"或"整数解"。数论里还有第三种世界：  进数域

。你不必懂它的构造，只需记住一个等价说法（这是本章第一段的内容）：

"  在  中有解"≈"对每个 ，同余式  都有解"。

非奇异解：一个解 ，在它处梯度不全为 0（某个 ）。

非奇异为什么重要？因为有"亨泽尔引理(Hensel)"——它像牛顿迭代：只要在 mod （或某个

）下有一个梯度不为 0 的解，就能把它一级一级精确"抬升"到 mod ，直到 

进解。性质 （下一卡）就是这种"可抬升"的定量版本。

mod p

od p²

od p³

p 进解

梯度≠0 的解（非奇异）

可一级级抬升上去

每抬一层：用牛顿式修正解，需要"导数可逆"

非奇异（梯度不为零）就像"导数不为零"，使解能沿模数塔  一路抬升。本章要保证这种解存

在。

超纲点：性质 （第 17 章的定义，本章天天用）  设  是素数、  是整数。称 

具有性质 ，如果存在整数  同时满足三条：

∂C/∂xi ∂C/∂xi C xi xi

xi C = x2
1x2 ∂C/∂x1 = 2x1x2 ∂C/∂x2 = x2

1

1

3

∂C

∂xi

= ∑
j

∑
k

cijk xjxk, (0.1)

x1, … , xn n i = 1, … , n

n cijk x1
∂C
∂x1

+ ⋯ + xn
∂C
∂xn

= 3C

a ≡ b (mod m) a ≡ b (mod m) a b m

m ∣ (a − b) m a − b a, b m 17 ≡ 2 (mod 5)

pk C(x) ≡ 0 (mod pk) x C(x) pk

p p

Qp

C(x) = 0 Qp k C(x) ≡ 0 (mod pk)

x ∂C/∂xi ≠ 0

p

pk pk+1, pk+2, … p

A(pℓ)

p, p2, p3, …

A(pℓ) p ℓ ≥ 1 C(x)

A(pℓ) x

C(x) ≡ 0 (mod p2ℓ−1); (17.2)

∂C

∂xi

≡ 0 (mod pℓ−1) (对一切 i); (17.3)

∂C

∂xj
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直观读法："存在一个解，它把  压到很深（  的倍数），同时它的梯度恰好被  整除

——不多不少"。  是最简单的情形：  是 ，  自动成立（

 整除一切），  是"梯度 mod  不全为 0"。所以"具有 " = "有一个 mod  的

非奇异解"。性质  就是"非奇异"在  进意义下的定量化身：它正好够喂给亨泽尔引理把解

抬升上去，从而保证 。

缩写：  本章把  合写成

读作"  恰好整除这组偏导"：意思是  整除其中每一个，但  至少漏掉一个（即不能整

除全部）。把它想成"这组数的最大公因子里  的幂次恰是 "。

超纲点：最大公因数 、行列式与  阶子式  最大公因数 ：能同时整除全部

 的最大正整数（本章记作 h.c.f. 或直接说"最大公因数"）。行列式 ：一个  数表算出

的一个数，几何上是"  个行向量张成的盒子的有向体积"，为 0 当且仅当这  行线性相关（即

某行是其它行的线性组合）。从一个"行少列多"的矩阵里任取  列、与全部  行组成的方阵的行

列式，叫一个  阶子式（minor）。本章的关键量  就是某矩阵全部  阶子式的最大公因

数。

超纲点：线性变换、等价、幺模变换  线性变换：用整数把变量换一套， ，矩阵

。它的行列式  衡量"体积放大倍数"。若两个型经一个行列式  的整系数

线性变换（叫幺模变换，unimodular）互相转化，称它们等价。等价的型，作为数论对象"长

得一样"：能表示的整数集合、有无整数零点等等都相同。幺模变换可逆且逆也是整系数，所以

是数论里"换坐标"的标准操作。

超纲点：Chevalley（–Warning）定理  本章引理 18.3 的引擎。它说：若一个齐次多项式

（mod ）的变量个数严格大于它的次数，则它在 mod  下必有非零解。三次型次数为 3，所

以只要变量数 （即 ），  一定有不全为 0 的解。直觉：变量太

多、约束太松，"鸽子"多到必有非零解落进 0 这个"笼子"。注意临界处 （三变量三次）时

不保证，这正是本章下降会停在"3 个变量"的原因。

超纲点：退化 / 非退化三次型  一个型若能经某个（可逆的）线性变换写成更少变量的型（真的

少用了某个变量），就叫退化；否则非退化。退化型本质上是"假的  元型"，问题可降到更少变

量，所以圆法默认研究非退化型。引理 18.2 会把"非退化"翻译成关于  的一句话。

1　开篇：把"  进解"翻译成"性质 "

译文第 1 段：断言"对任何  都存在某个 ，使  具有性质 "等价于"方程  在  进数域中

有非奇异解"。我们将证明  时这成立。若干数学家各自独立证明了  时  总有非平凡

 进解；任何一个证明都够用，因为（Lewis 教授指出）从任何非平凡解都能推出非奇异解。但作者宁用

自己的证明，因为它就是为直接导向  而设计的。
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这段在讲什么。它交代本章的目标与策略选择。目标量是性质 （上面符号卡已讲透：它＝"

 进非奇异解"的定量版）。作者告诉我们：这个事实早有别人证明（"  时有非平凡  进

解"），而且 Lewis 教授提醒——非平凡解可升级为非奇异解，所以那些证明也能用。但作者偏要

重写一个证明。

为什么"另起炉灶"——取舍解读  别人的定理给的是"有解"这个定性结论，要再花一道工序

把"非平凡"升成"非奇异"、再升成"性质 "。作者的证明则直接产出  并附带  的

上界。圆法第 17 章要的恰恰是 （而非笼统的"有解"），所以"为目标量身定做"的证明

衔接最顺、最自给自足。这就是"宁用自己证明"的真正理由：不是偏好，而是输出格式正好

对接下游。

历史与人物  "  进数"由 Hensel（亨泽尔，约 1897）引入。"齐次方程在所有  与  中

有解 ⟹ 在  中有解"这一类"局部—整体"思想，是 20 世纪数论的主线之一（Hasse 原

理）。三次型恰是 Hasse 原理可能失败的最低次数（Cassels–Guy 给过反例），所以这里不

能空谈"局部有解就行"，必须老老实实地对每个  逐一证明局部条件 ，再靠  足够

大（ ）的圆法主项压过去。文中 D. J. Lewis 是 1950–60 年代研究三次型  进与有

理解的代表人物，作者 H. Davenport 与他同代且常通信，这条致谢是真实学术互动的痕

迹。

2　搭建不变量 ：把"系数"摆成一张大矩阵

译文第 2 段：设 。设  为  行  列的矩阵，一般元素 ，  标行，数对 （

）标列（这些数对按固定次序排列）。设  为由  任意  列构成的典型  阶行列式，可能的个数为 

。必要时给  乘因子 ，可设诸  为整数，于是各  为整数。

这段在讲什么。它造出本章的主角矩阵  和量 。动机是：我们要给三次型配一个能反映"整

系数  倍结构"的整数不变量，好在最后一步（引理 18.7）用它"封顶"。先把记号一个个拆开。

满足  的无序数对  的个数。算法：  的有  个，\(j

（花体 C）

一张  的数表。第  行 = 第  个偏导  的全部系数排成一行；

列由数对  标。一句话：  的  行装着  的  个"偏导二次型"的系数。

从  列中任取  列、配上全部  行得到的  方阵的行列式（一个  阶子式）。这样的取

法共有"从  个里选  个"种，即  个。
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为什么乘 6 就能让系数变整数？原始  系数可能是分数。三次型最"坏"的分母来自把对

称化展开时出现的 （  三个互异下标的对称项会带  之类）。  是

次数 3 的对称型清分母的标准公因子：给整个  乘 ，所有  同时变成整数。乘常数

不改变方程  的解，也不改变后面要用的同余/等价结构，所以这是"无害的归一

化"。
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矩阵 𝒞：n 行（i = 偏导编号）× N 列（数对 j≤k）

行 1

行 2

⋮

行 n

任取 n 列（黄）→ 一个 n×n 方阵 → 它的行列式 = 一个 Δ

共
 N

 列

：行装偏导二次型的系数，列由数对  标。从  列中挑  列就得到一个  阶子式 ；全部  个

 的最大公因数就是 。

定义（ ）   = 全部  的最大公因数（若它们不全为 0）；若全为 0，令

。

为什么要造 ——动机预告  后面会证三件事，环环相扣：(一) 做一个行列式为  的整

系数变换，会让  至少"乘进"一个 （引理 18.1）；(二) 非退化 ⟺ （引理

18.2）；(三) 若  一直没有性质 ，就能反复施加行列式为  的变换（引理

18.5+18.6+18.7）。把三者合起来：  必须被越来越高的  幂整除，但  是个固定的

正整数，幂次不能无限大——矛盾！于是"一直没有 "不可能。  就是这个"封顶用的有

限砝码"。

3　引理 18.1：变换如何改变 

引理 18.1  设 （ ）是整系数、行列式  的线性变换，且

 恒成立。则  能被  整除。

怎么读这条引理。把  用一个"坐标变换"写成 （变换的"体积倍率"是 ）。结论：  是

 的倍数。也就是说，每做一次行列式为  的变换，新型的  乘上  后仍整除旧型的 。

这正是上面"封顶"机制要的"乘 "。

证（译文）：两型系数由  相联系……（随后化为矩阵式 ，再用

Cauchy–Binet 公式与子式整除性收尾）。

系数整数 ⟹ 每个  整数：行列式是若干"  个矩阵元相乘再带正负号求和"，整数加减

乘仍是整数。
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系数变换公式的来历。变换是 ，且 。把
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′
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把三个括号乘开、按  收集系数，就得到  中

这一步只是"代入 + 展开 + 配项"，没有任何技巧。

C ′(x
′) = ∑

ijk

c′
ijk(∑

r

qirxr)(∑
s

qjsxs)(∑
t

qktxt).

xrxsxt C(x) = ∑rst crstxrxsxt

crst =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

n

∑
k=1

qirqjsqkt c′
ijk.

把数对压成单指标。造矩阵时我们已固定了一一对应："数对 （ )"↔"整数

"。于是  的系数  改记 （  是行号，  是列号）；同理把 

记成 ，  的元素记 。这只是换记号，方便写成矩阵。

2 (j, k) j ≤ k

μ ∈ {1, … , N} C ′ c′
ijk c′

iμ i μ (s, t)

ν C crν

引入  处理"无序数对"。上面  的求和里，  是有序跑遍  的；但列

只认无序数对 （ ）。当 \(s

3 U = (uμν) crst s, t 1.. n

ν = (s, t) s ≤ t

写成矩阵乘积。上式恰好是三个矩阵相乘的  元：左乘 （即 ，转置把  求和

放到左指标）、中间 、右乘 ：

其中  是 ，  是 ，  是转置。这是把第 1 步那个三重和"打

包"成的矩阵语言，便于谈子式。

4 (r, ν) QT qir i

C′ = (c′
iμ) U = (uμν)

C = QT C′ U,

Q = (qir) n × n U N × N T

取一个  阶子式。设  是  的第  列组成的行列式，记 

（上标是取的行，全取；下标是取的列）。因为 ，取这  列时，左边的

 是完整的  方阵（它不动列、只搅行）。对方阵乘积取行列式：

。所以

（ 。" "只是提醒：换列顺序或定义里行列号约定可能差个符号，

不影响整除性。）

5 n Δ C ν1, … , νn Δ = (det C)1,…,n
ν1,…,νn

C = QT (C′U) n

QT n × n

det(QT M) = det(QT ) det M = q det M

±Δ = q (det C′
U)1,…,n

ν1,…,νn
.

detQT = detQ = q ±

Cauchy–Binet 公式（"乘积矩阵的子式 = 子式之和"）。  是 、  是 ，

乘积  是 。它的一个  阶子式可拆成

其中求和遍及从  中无序选取  个指标  的全部  种。这就

是Cauchy–Binet 公式——可以理解为"行列式版的乘法分配律"。（最熟悉的特例：当

 时只剩一项，退化成 。）

6 C′ n × N U N × N

C′U n × N n

(det C′
U)1,…,n

ν1,…,νn
= ∑

ρ1,…,ρn

(det C′)1,…,n
ρ1,…,ρn

(detU)ρ1,…,ρn
ν1,…,νn

,

{1, … , N} n ρ1 < ⋯ < ρn (N
n
)

N = n det(AB) = det A det B

每一项都被  整除。和式每项里，第一个因子  正是  的某个  阶

子式 ，按  的定义它被  整除；第二个因子  是整数（因为 

都是整数，  是整数之积之和，仍是整数）。于是每项 = (  的倍数)×(整数) 仍是

 的倍数，整段和也是。

7 h(C ′) (det C′)1,…,n
ρ1,…,ρn

C′ n

Δ′ h(C ′) h(C ′) (detU)… qir

uμν h(C ′)

h(C ′)



推论   是  的算术不变量：等价的型有相同的  值。

证（补全）.

这条推论保证：以后任意"换坐标"（幺模变换）都不会改变 ，所以  是型本身的内

在量。

4　引理 18.2：非退化 ⟺ 

引理 18.2 若  非退化，则 。

读法。这条把抽象的"非退化"翻成  这个数的"非零"。证明用逆否：假设 ，推出 

退化。

收尾。由第 5、7 步， ，所以每个  都被 

整除。既然所有  都被  整除，它们的最大公因数  也被  整除。

8 Δ = ±q × (被 h(C ′) 整除的整数) Δ q h(C ′)

Δ q h(C ′) h(C) q h(C ′) ■

h(C) C h

若  等价，变换行列式 。引理 18.1（取  那一版，符号不影响整

除）给出：  被  整除。

1 C, C ′ q = ±1 q = 1

h(C) h(C ′)

等价是对称的：反过来用引理，  被  整除。2 h(C ′) h(C)

两个非负整数互相整除 ⟹ 相等。故 。3 h(C) = h(C ′) ■

h(C) h(C)

h(C) ≠ 0

C(x) h(C) ≠ 0

h(C) h(C) = 0 C

 的含义。按定义，  即全部  阶子式  都为 0。一个  矩阵

的所有  阶子式全 0，等价于它的  行线性相关（行的秩 \(

1 h(C) = 0 h(C) = 0 n Δ n × N

n n

线性相关写成等式。存在不全为零的 ，使第  行乘  再相加为零行：

又因为可以同除它们的最大公因数，不妨设  是最大公因数为 1 的整数（这点

后面要用来构造幺模矩阵）。

2 p1, … , pn i pi

n

∑
i=1

pi cijk = 0 (对一切 j, k).

p1, … , pn

翻成偏导的恒等式。由 ： 。把它乘  对  求和：

所以  关于  恒等成立（不是某点，是全体 ）。

3 (0.1) 1
3

∂C
∂xi

= ∑j,k cijkxjxk pi i

1
3 ∑

i

pi
∂C

∂xi
= ∑

j,k

(∑
i

picijk)xjxk = ∑
j,k

0 ⋅ xjxk = 0.

p1
∂C
∂x1

+ ⋯ + pn
∂C
∂xn

= 0 x1, … , xn x



译文随后说："逆命题也成立（上述论证可逆），但我们不需要它。"——即"  退化"。我们

只用到  这一半：非退化 ⟹  是正整数。这正是封顶论证里"砝码大于 0"的那句保证。

5　引理 18.3：没有  就能"挤出一个 "

引理 18.3  若  且  不具有性质 ，则  等价于一个如下类型的型

这条引理为什么关键  回忆"  ＝ 有 mod  的非奇异解"。"没有 "是很强的退化假

设。引理 18.3 把这份假设兑换成结构红利：型能写成"3 个变量的纯三次部分 "加上"  乘

剩下一切 "。也就是说，除了三个变量，所有项都能被  整除。这块" "正是后面下降法

反复榨取的资源。

把  补成一个幺模矩阵。这是数论标准事实：若整数  最大公因数

为 1，则存在整数  矩阵 ，行列式 ，且最后一列 。（直观：以

 为一行/列，用辗转相除式的整数初等变换可补全成可逆整数矩阵。）作变

量替换 。这是个幺模变换，所以  变成的新型与  等价。

4 (p1, … , pn) p1, … , pn

n × n (pir) ±1 pin = pi

(p1, … , pn)

xi = ∑n
r=1 piryr C C

新型对  的偏导为零。链式法则：

（用第 4 步 ，再用

第 3 步那个恒等式）。所以  恒成立。

5 yn

∂C

∂yn

= ∑i

∂C

∂xi

∂xi

∂yn

= ∑i

∂C

∂xi

pin = ∑i pi
∂C

∂xi

= 0 pin = pi

∂C/∂yn = 0

偏导恒为零 ⟹ 不含该变量。一个多项式对  的偏导恒为 0，说明它根本不含 （否则

含  的项求导后不会全消）。于是新型只用到 ，即  等价于一个少一个变

量的型——按定义  退化。

6 yn yn

yn y1, … , yn−1 C

C

这与"  非退化"矛盾。故 。7 C h(C) ≠ 0 ■

h(C) = 0 ⇔ C

⇒ h(C)

A(p) p

n ≥ 4 C(x) A(p) C

C ′(x1, x2, x3) + p C ′′(x1, … , xn). (18.1)

A(p) p A(p)

C ′ p

C ′′ p p

先有一个 mod  的非零解（Chevalley）。三次型次数 3，变量数 ，由

Chevalley 定理，  有  的解。

1 p n ≥ 4 > 3

C(x) ≡ 0 (mod p) x ≠ 0

这个解必是奇异的。"没有 "恰说"没有 mod  的非奇异解"，所以刚才那个解一定奇

异：  对一切 。

2 A(p) p

∂C

∂xi

≡ 0 (mod p) i

把解搬到 。用一个幺模变换把这非零解换成 （任何非零向量都能经整数

幺模变换变到标准基向量方向；若 gcd>1 可先约掉，mod  下不影响）。等价不改变"有

无 "和 ，所以放心做。

3 e1 (1, 0, … , 0)

p

A(p) h(C)



写出  按  的展开。把  按  的幂次排：

其中  是二次型、  是三次型。为什么前两块都带 ？

 的系数 。由第 1 步 ，故该系数被  整除，写成

。

（ ）的系数正是  在  处的值（对  求一次导、对  留二次）。

由第 2 步它 ，故被  整除，写成 。

这就解释了译文那句"诸  的系数都能被  整除，因为它们正是

 在该解处的值"。

4 C x1 C x1

C = ap x3
1

x3
1项

+ p x2
1(b2x2 + ⋯ + bnxn)

x2
1xj项

+ x1B(x2, … , xn)

x1⋅二次

+ Cn−1(x2, … , xn)

不含x1

,
   

B Cn−1 p

x3
1 = C(e1) C(e1) ≡ 0 (mod p) p

ap

x2
1xj j ≥ 2

∂C

∂xj

e1 xj x1

≡ 0 (mod p) p p bj

x2
1xj p

∂C/∂x2, … , ∂C/∂xn

反证：若  有系数不被  整除，会造出非奇异解。此时  不恒

。取一组很简单的值（形如  命中某个  项，或形如

 命中某个交叉项 ）使 。固定这些  后，

关于  的同余式

是关于  的一次方程，系数  在 mod  下可逆，必有解 。对这组

：前两块  自动 ，后两块刚被我们配成 0，所以

。而

这就给出一个 mod  的非奇异解 ⟹  有 ，与假设矛盾。

5 B p B(x2, … , xn)

≡ 0 (mod p) 1, 0, … , 0 bjjx
2
j

1, 1, 0, … , 0 xjxk B ≢ 0 (mod p) x2, … , xn

x1

x1 B(x2, … , xn) + Cn−1(x2, … , xn) ≡ 0 (mod p)

x1 B ≢ 0 (mod p) p x1

x apx3
1, px2

1(⋯) ≡ 0 (mod p)

C ≡ 0 (mod p)

∂C

∂x1
= 3apx2

1 + 2px1(⋯) + B(x2, … , xn) ≡ B ≢ 0 (mod p).

p C A(p)

故  全部系数被  整除。于是  也带 。把带  的三块（

）合并：

其中  是二次型。关键观察：除了"不含  的 "，所有含  的项都带因子 。

6 B p x1B = p x1(B/p) p p

apx3
1, px2

1(⋯), x1B

C 等价于 p x1 Qn(x1, … , xn) + Cn−1(x2, … , xn),

Qn x1 Cn−1 x1 p

对  递归（  时）。令  看 ：它是  个变量

的三次型。它也不能有 ——否则把它的非奇异解（ ）塞回  也会给  一个

非奇异解（因为含  的项都带 ，对  不影响 mod  的值与梯度），矛盾。于是

对  重复第 1–7 步：

7 Cn−1 n ≥ 5 x1 = 0 Cn−1(x2, … , xn) n − 1 ≥ 4

A(p) x1 = 0 C C

x1 p x1 = 0 p

Cn−1

Cn−1 等价于 p x2 Qn−1(x2, … , xn) + Cn−2(x3, … , xn).

下降到 3 个变量为止。每递归一次"剥掉一个变量、挤出一个 "，变量数减 1。一直

降到 （3 个变量）时，Chevalley 定理要求"变量数  次数"即 

，此时 ，定理失效，递归停止。综合所有层：

8 p xiQ

C3(xn−2, xn−1, xn) > > 3

3 ≯ 3



每步剥掉一个变量、挤出一个因子 p，直到剩 3 个变量

n 变量 C → p·x₁Qₙ + C₍ₙ₋₁₎

剥 x₁
→ ⋯ → p(…) + C₃(3 变量)

Chevalley 失效，停

结论 (18.1)：C ≡ C′(x₁,x₂,x₃) + p·C″(x₁,…,xₙ)

"除了 3 个变量的纯三次块，其余全部带因子 p"

引理 18.3 的下降：从  变量逐个剥到 3 变量，沿途把含已剥变量的项都收进因子 。

6　引理 18.4：把子型的  抬回  的 

引理 18.4  若在引理 18.3 的结果中，关于  的型  具有

性质 ，则  对某个  具有性质 。

这条在做什么——逻辑方向  引理 18.3 把  写成 。引理 18.4 说：

那个更小的子型 （把前三变量置 0）若已经"足够好"（有 

），就能把这份好处抬回到原型 （得 ，  只大一点点）。它将被反复用作"递归的归

纳步"。注意我们真正要用的是它的逆否："  没有  ⟹ 子型 

也没有 "——一句把坏性质往下传的话。

C 等价于 p(x1Qn + ⋯ + xn−3Q4) + C3(xn−2, xn−1, xn).

调换变量书写顺序。把变量倒过来写（  等，这是幺模变换），那块  就落到前

三个变量，记为 ，其余整体带  记为 。得 。

9 x1 ↔ xn C3

C ′(x1, x2, x3) p pC ′′ (18.1) ■

n p

A(pλ) C A(pℓ)

x4, … , xn C ′′(0, 0, 0, x4, … , xn)

A(pλ) C ℓ ≤ λ + 1 A(pℓ)

C C ′(x1, x2, x3) + pC ′′

C ′′(0, 0, 0, x4, … , xn) A(pλ)

C A(pℓ) ℓ

C A(p),A(p2) C ′′(0, 0, 0, ⋯)

A(p)

先回顾性质  给出的"可解性"（引理 17.1 证明里的事实）。若型  有 ，则

对每个 ，下面三条可同时满足：

即简写 。  就是  的原定义；

是"把解亨泽尔抬升后还能保持非奇异、并让  落得更深 "——这是第 17 章证

过的。本章只取 。

1 A(pλ) C ∗ A(pλ)

ν ≥ 0

C ∗(x) ≡ 0 (mod p2λ−1+ν); (18.2)

∂C ∗

∂xi

≡ 0 (mod pλ−1) (∀i); (18.3)

∂C ∗

∂xj

≢ 0 (mod pλ) (∃j). (18.4)

pλ−1 (∂C ∗/∂x1, … , ∂C ∗/∂xn)∥ ν = 0 A(pλ) ν > 0

C ∗ p2λ−1+ν

ν = 1

把假设落实到子型，取 。"  有 "：取 ，存在

整数  使

2 ν = 1 C ′′(0, 0, 0, x4, … , xn) A(pλ) ν = 1

x4, … , xn



我们将怎样用它（逆否形式）  取 ：若子型  有 ，则  有

， ，即  有  或 。逆否：若  既没有  也没有 ，则子

型  没有 。同理取 ：  没有  ⟹ 子型没

有 。"坏性质往下传"——这是引理 18.5 反复引用的台词。

（ 。这里梯度只对子型的变量  求。请记住指数是 

——下一步会因  多带一个  而升到 。）

C ′′(0, 0, 0, x4, … , xn) ≡ 0 (mod p2λ), pλ−1 (
∂C ′′

∂x4
, … ,

∂C ′′

∂xn

).∥2λ − 1 + ν = 2λ x4, … , xn λ − 1

C p λ

把它抬到 ：用 。在  里令 ：

（  是  的三次齐次型），故

于是

把  乘 ： ；

对 ， （  不含 ），故梯度整体多

一个 ：

（这正是要小心的一处：子型梯度恰被  整除，而  的对应梯度因为外层那个 ，

恰被  整除，相差一个 。译文此处把子型的指数也写作 ，按  的结构应是

；我们按推导给出正确指数。）

3 C C(0, 0, 0, ⋅) = p C ′′(0, 0, 0, ⋅) (18.1) x1 = x2 = x3 = 0

C ′(0, 0, 0) = 0 C ′ x1, x2, x3

C(0, 0, 0, x4, … , xn) = p C ′′(0, 0, 0, x4, … , xn).

(18.2) p C(0, 0, 0, x4, … , xn) ≡ 0 (mod p2λ+1)

i ≥ 4
∂C

∂xi

=
∂C ′

∂xi

+ p
∂C ′′

∂xi

= 0 + p
∂C ′′

∂xi

C ′ xi

p

pλ (
∂C

∂x4
, … ,

∂C

∂xn
).∥ pλ−1 C p

pλ p pλ (18.1)

pλ−1

用真实梯度估值定义 。对这组取定的 ，看全部  个偏

导 ，记它们公共的  幂次为 ：

我们不去管  究竟多大；但已知  那批里至少有一个恰

被  整除而不被  整除。所以这  个偏导的最小幂次 ，即

4 ℓ x1 = x2 = x3 = 0, x4, … , xn n

∂C/∂x1, … , ∂C/∂xn p ℓ − 1

pℓ−1 (
∂C

∂x1
, … ,

∂C

∂xn

).∥∂C/∂x1, ∂C/∂x2, ∂C/∂x3 i ≥ 4

pλ pλ+1 n ℓ − 1 ≤ λ

ℓ ≤ λ + 1.

验证这确实是 。需要核对 – ：

：要 。由  有 ，而第 3 步

已给 ，更高的模成立则更低的模也成立。✓

：要全部偏导 。这正是  的定义（  整除全部偏导）。

✓

：要某个偏导 。这也来自  的定义（  不能整除全部）。✓

故  具有 ，且 。

5 A(pℓ) (17.2) (17.4)

(17.2) C ≡ 0 (mod p2ℓ−1) ℓ ≤ λ + 1 2ℓ − 1 ≤ 2λ + 1

C ≡ 0 (mod p2λ+1)

(17.3) ≡ 0 (mod pℓ−1) ℓ pℓ−1

(17.4) ≢ 0 (mod pℓ) ∥ pℓ

C A(pℓ) ℓ ≤ λ + 1 ■

λ = 1 C ′′(0, 0, 0, ⋯) A(p) C

A(pℓ) ℓ ≤ 2 C A(p) A(p2) C A(p) A(p2)

C ′′(0, 0, 0, ⋯) A(p) λ = 2 C A(p),A(p2),A(p3)

A(p2)



7　引理 18.5：缺  ⟹ 能"挤出 9 个变量的 "

引理 18.5  若  且  不具有  中任何一个，则  等价于一个如

下类型的型

目标的含义与威力   是说：存在一次"对角缩放"变换——前 9 个变量不动、后 

个变量都乘 ——把  写成 。这个变换的行列式是 。每施行一次，

就往  里塞进一个 （由引理 18.1）。引理 18.3 一次只挤一个 （行列式只含一个  量

级），引理 18.5 一次挤  个 ——这是后面"封顶"能跑起来的关键火力。代价是前提更

强：要同时缺  三条。

证明思路总览：把变量分成四组 。对前三组各做一

次"代入  + 引理 18.3 下降"，每组榨出 3 个能整体提  的变量；中途若出现"某个二次型

 不被  整除"，就会反推出  竟有  或 ，与前提冲突。下面逐步。

A(p),A(p2),A(p3) p

n ≥ 10 C A(p),A(p2),A(p3) C

C ∗(x1, x2, … , x9, px10, … , pxn). (18.5)

(18.5) n − 9

p C C ∗ 19 ⋅ p n−9 = p n−9

h pn−9 p p

n − 9 p

A(p),A(p2),A(p3)

{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}, {10, … , n}

xi = pyi p

Q p C A(p) A(p2)

第一组：对  代入 。在 （仍记作 ）中令 （ ）：

 是三次齐次， 。所以右端首项是  的倍数。

1 x1, x2, x3 p (18.1) C xi = pyi i = 1, 2, 3

C(py1, py2, py3, x4, … , xn) = C ′(py1, py2, py3) + p C ′′(py1, py2, py3, x4, … , xn)

C ′ C ′(py1, py2, py3) = p3C ′(y1, y2, y3) p3

丢掉  的倍数，得 。在 mod  下， 。再看

：把  按"含几个  因子"分层——

不含 （即把它们当 0）：贡献 ，是  级；

恰含一个 、其余两因子在 ：代入  后多一个 ，外层再乘 ，

共  级；记成 ，其中  关于  一次、

关于  二次；

含两个或三个 ：至少 （内）× （外）  级，mod  归零。

所以

2 p3 (18.6) p3 p3C ′ ≡ 0

p C ′′(py1, py2, py3, x4, … , xn) C ′′ y1, y2, y3

y1, y2, y3 p C ′′(0, 0, 0, x4, … , xn) p1

y x4, … , xn xi = pyi p p

p2 p2C1,2(y1, y2, y3 | x4, … , xn) C1,2 y1, y2, y3

x4, … , xn

y p2 p = p3 p3

C(py1, py2, py3, x4, … , xn) ≡ p2C1,2(y1, y2, y3 | x4, … , xn) + pC ′′(0, 0, 0, x4, … , xn) (m

第二组前的准备：子型缺 。由引理 18.4 的逆否（取 ）与前提"

缺 "，得：子型  缺  和 。它是

 个变量的三次型。

3 A(p),A(p2) λ = 1, 2 C

A(p),A(p2),A(p3) C ′′(0, 0, 0, x4, … , xn) A(p) A(p2)

n − 3 ≥ 7

第二组：对子型用引理 18.3，再代 ，得 。对 （缺

）用引理 18.3：它等价于 " " 型。对  令 

，仿第 1–2 步在 mod  下（这里只需 mod ，因为这块迟早还要再乘一个 ）：

，含  的混合项  归零，只剩

4 p (18.7) C ′′(0, 0, 0, x4, … , xn)

A(p) D′(x4, x5, x6) + pD′′ i = 4, 5, 6 xi = pyi

p2 p2 p

D′(py4, py5, py6) = p3D′ ≡ 0 y4, y5, y6 ≥ p2



其中  是新一轮的"置零子型"（ ）。再

由引理 18.4 逆否（对子型  缺 ）：

 缺 。它有  个变量。

C ′′(0, 0, 0, py4, py5, py6, x7, … , xn) ≡ p C (3)(0, … , 0, x7, … , xn) (mod p2), (18.7)

C (3)(0, … , 0, x7, … , xn) D′′(0, 0, 0, x7, … , xn)

C ′′(0, 0, 0, ⋯) A(p),A(p2)

C (3)(0, … , 0, x7, … , xn) A(p) n − 6 ≥ 4

把第二组代回 ，得 。在  中对  也令 ：

：  对  是二次，凡用

到  的项代入后多带 ，在已经有  前因子、又 mod  的情况下归零；

只剩"完全不碰 "的部分 。因  关

于  一次，写成 ，其中  是 

的二次型。

：用  乘 ：

。

合并：

注意  已经不出现在右端（它们的项全被 mod  吃掉了）——这正是"挤出

 这一组 "的体现。

5 (18.6) (18.8) (18.6) i = 4, 5, 6 xi = pyi

p2C1,2(y1, y2, y3 | py4, py5, py6, x7, … , xn) C1,2 x4, … , xn

x4, x5, x6 p p2 p3

x4, x5, x6 C1,2(y1, y2, y3 | 0, 0, 0, x7, … , xn) C1,2

y1, y2, y3 y1Q1 + y2Q2 + y3Q3 Q1, Q2, Q3 x7, … , xn

pC ′′(0, 0, 0, py4, py5, py6, x7, … , xn) (18.7) p

≡ p ⋅ pC (3) = p2C (3)(0, … , 0, x7, … , xn) (mod p3)

C(py1, … , py6, x7, … , xn) ≡ p2(y1Q1 + y2Q2 + y3Q3) + p2C (3)(0, … , 0, x7, … , xn) (m

y4, y5, y6 p3

{4, 5, 6} p

反证：必须 。假设某个（不妨 ）不恒

。则存在  使 。固定它们后，关于

 的一次同余式

因  可逆而可解。这给出

同时

现在改回真实变量：令 （ ），由链式法则 

（因 ，对  求导比对  求导多一个 ）。于是

结论：我们找到一组  使  且 。

设这组解的全梯度恰被  整除；由于  不被  整除（幂次 ），最小幂次

，故 ；又 。于是  具有  且 ，

即  有  或 ——与前提冲突。所以  全 。

6 Q1 ≡ Q2 ≡ Q3 ≡ 0 (mod p) Q1

≡ 0 (mod p) x7, … , xn Q1 ≢ 0 (mod p)

y1, y2, y3

y1Q1 + y2Q2 + y3Q3 + C (3)(0, … , 0, x7, … , xn) ≡ 0 (mod p)

Q1

C(py1, … , py6, x7, … , xn) ≡ p2 ⋅ 0 ≡ 0 (mod p3) (y4, y5, y6 任取),

∂C

∂y1
(py1, … , py6, x7, … , xn) ≡ p2Q1 ≢ 0 (mod p3).

xi = pyi i = 1, … , 6 ∂/∂x1 = p−1∂/∂y1

x1 = py1 y1 x1 p

∂C

∂x1
= p−1 ∂C

∂y1
≡ p−1 ⋅ p2Q1 = pQ1 ≢ 0 (mod p2).

x1, … , xn C ≡ 0 (mod p3) ∂C/∂x1 ≢ 0 (mod p2)

pℓ−1 ∂C/∂x1 p2 ≤ 1

ℓ − 1 ≤ 1 ℓ ≤ 2 C ≡ 0 (mod p3) ≥ p2ℓ−1 C A(pℓ) ℓ ≤ 2

C A(p) A(p2) Q1, Q2, Q3 ≡ 0 (mod p)

 简化。既然 ，那块  是  的倍

数，mod  归零：

7 (18.8) Qi ≡ 0 (mod p) p2(y1Q1 + y2Q2 + y3Q3) p3

p3



把变量分四组，对前三组各做一次"代 p + 18.3 下降"

{1,2,3}
代 p →剥

{4,5,6}
代 p →剥

{7,8,9}
代 p →剥

{10,…,n}
整体带 p

途中若某 Qᵢ ≢ 0 (mod p) → 反推出 C 有 𝒜(p) 或 𝒜(p²)，与前提矛盾

故 Qᵢ ≡ 0，9 个变量全部"可提 p"

恒等式 (18.5)：C(x) = C*(x₁,…,x₉, p·x₁₀,…,p·xₙ)，变换行列式 = pⁿ⁻⁹

引理 18.5：缺三条性质 ⟹ 前 9 个变量都能"代 "，得到行列式为  的缩放变换。这是火力最猛的一

步。

8　引理 18.6：把  的  抬回 

引理 18.6  设 。若在引理 18.5 的结果中  具有 ，则  对某个 

具有 。

C(py1, … , py6, x7, … , xn) ≡ p2C (3)(0, … , 0, x7, … , xn) (mod p3).

第三组：对  再用一次引理 18.3。 （缺 ，  变

量）等价于 " " 型，故

（mod  下带  的  消失，只剩三变量纯三次块 ）。

8 C (3) C (3)(0, … , 0, x7, … , xn) A(p) ≥ 4

E ′(x7, x8, x9) + pE ′′

C (3)(0, … , 0, x7, … , xn) ≡ C (4)(x7, x8, x9) (mod p)

p p E ′′ C (4)

第三组代 ，合成 。对  也令 。在上一步基础上：

。于是 ，即

而且这关于  恒成立（不是某个解，是全体取值都成立）。

9 p C ∗ i = 7, 8, 9 xi = pyi

C (3)(0, … , 0, py7, py8, py9, x10, … , xn) ≡ C (4)(py7, py8, py9) = p3C (4)(y7, y8, y9) ≡ 0 (mod p)

p2 × (≡ 0 mod p) ≡ 0 (mod p3)

C(py1, … , py9, x10, … , xn) ≡ 0 (mod p3),

y1, … , y9, x10, … , xn

提出  并用齐次性收尾。"左端这个型恒被  整除"意味着它每个系数都被  整除，故

可写

 是整系数三次型。最后用齐次性导出干净的恒等式：在上式里令 、

，左端变成 

（齐次！），右端变成 。两边消去 ：

这正是 。

10 p3 p3 p3

C(py1, … , py9, x10, … , xn) = p3 C ∗(y1, … , y9, x10, … , xn),

C ∗ yi = xi (i ≤ 9)

xj = pxj (j ≥ 10) C(px1, … , px9, px10, … , pxn) = C(px) = p3C(x)

p3C ∗(x1, … , x9, px10, … , pxn) p3

C(x1, … , xn) = C ∗(x1, … , x9, px10, … , pxn).

(18.5) ■

p pn−9

C ∗ A(pλ) C

n ≥ 10 C ∗ A(pλ) C ℓ ≤ λ + 3

A(pℓ)



读法。这是引理 18.4 的"加强版"：那里抬升使 ，这里因为缩放变换吃进 3 个量级的 

（前 9 个变量、又涉及  的恒等式），代价是 。我们真正要用的还是它的逆否："

缺  ⟹  缺 "。

9　引理 18.7：用  封顶——核心收官

ℓ ≤ λ + 1 p

p3 ℓ ≤ λ + 3 C

A(p), … ,A(p3m) C ∗ A(p), … ,A(p3m−3)

用  的可解性，取 。由引理 18.4 第 1 步的事实（对 ，取 ，

）：存在  使

（为什么挑 ？因为下一步要乘 ，得让  先落到足够深 ，乘完正好够

 用。）

1 A(pλ) ν = 3 C ∗ ν = 3

2λ − 1 + 3 = 2λ + 2 y1, … , yn

C ∗(y1, … , yn) ≡ 0 (mod p2λ+2), pλ−1 (
∂C ∗

∂y1
, … ,

∂C ∗

∂yn

).∥ν = 3 p3 C ∗ p2λ+2

A(pℓ)

用恒等式 。这正是引理 18.5 末尾

恒等式的"对偶读法"（把  的前 9 个变量看成  缩放后的变量）。于是

2 C(py1, … , py9, y10, … , yn) = p3C ∗(y1, … , yn)

C ∗ C

C(py1, … , py9, y10, … , yn) = p3C ∗ ≡ p3 ⋅ 0 = 0 (mod p2λ+5).

梯度的幂次。记复合函数 。两边对

 求导： ，故 （在  上加 3）。再

把  的导数翻成  在该点的真实偏导：

对 （因 ）： ，所以 ，幂次比  少

1；

对 （因 ）： ，幂次同 。

设取得  的下标是 （即  恰被  整除）：

若 ：  幂次 ；

若 ：  幂次 。

两种情形都 ，所以  中至少有一个不被 

整除。

3 F(y) = C(py1, … , py9, y10, … , yn) = p3C ∗(y)

yi
∂F

∂yi

= p3 ∂C ∗

∂yi

pλ+2 (∂F/∂y1, … , ∂F/∂yn)∥ λ − 1

F C

i ≤ 9 xi = pyi
∂F

∂yi

= p ⋅
∂C

∂xi

∂C

∂xi

= p−1 ∂F

∂yi

F

i ≥ 10 xi = yi
∂C

∂xi

=
∂F

∂yi

F

∥ j ∂C ∗/∂yj pλ−1

j ≤ 9 ∂C/∂xj = (λ − 1) + 3 − 1 = λ + 1

j ≥ 10 ∂C/∂xj = (λ − 1) + 3 = λ + 2

≤ λ + 2 < λ + 3 ∂C/∂x1, … , ∂C/∂xn pλ+3

定  并验证。对取定的点（ ； ），设全梯度恰被  整

除。由第 3 步，最小幂次 ，即 。又第 2 步给

，而 ，故

。三条 –  全满足（同引理 18.4 第 5 步），故  有

， 。

4 ℓ xi = pyi, i ≤ 9 xi = yi, i ≥ 10 pℓ−1

ℓ − 1 ≤ λ + 2 ℓ ≤ λ + 3

C ≡ 0 (mod p2λ+5) 2ℓ − 1 ≤ 2(λ + 3) − 1 = 2λ + 5

C ≡ 0 (mod p2ℓ−1) (17.2) (17.4) C

A(pℓ) ℓ ≤ λ + 3 ■

h(C)



引理 18.7  任何变量数  的非退化整系数三次型，对每个素数  都具有性质 （

依赖 ），且  有一个仅依赖该三次型的上界。

论证的精神  反证：假设  "病得很重"——缺掉  整整  条。

我们要证  不能太大。每"重病一档"，引理 18.5+18.6 就允许我们施一次行列式  的变

换、并把"重病档数"降 3；迭代  次后总变换行列式是 。引理 18.1 说  必被

 整除；引理 18.2 说  是个固定正整数。一个固定正整数能被多高的  幂整

除？有限！于是  被  卡死。

≥ 10 p A(pℓ) ℓ

p ℓ

C A(p),A(p2), … ,A(p3m) 3m

m pn−9

m p(n−9)m h(C)

p(n−9)m h(C) p

m log h(C)

设重病假设。设 （整系数）缺 ，  是正整数。1 C A(p),A(p2), … ,A(p3m) m

一次迭代：18.5 给变换、18.6 降档。因为缺 （重病假设的前三

条），由引理 18.5，  等价于  型，即存在整系数、行列式  的线性变换把 

变成整系数型 （就是 ）。再由引理 18.6 的逆否（  缺  ⟹

 缺 ）：新型  的"重病档数"恰好降了 3。

2 A(p),A(p2),A(p3)

C (18.5) pn−9 C

C (1) C ∗ C A(p), … ,A(p3m)

C (1) A(p), … ,A(p3m−3) C (1)

迭代  次。对 （缺  条，仍  条只要 …逐次进行）重复第 2 步，

每次行列式再乘 、档数再降 3。做  次后，得到一个整系数、行列式  的

总变换，把  变成整系数型 。（这些变换都可逆（行列式 ），所以保持非退

化。）

3 m C (1) 3m − 3 ≥ 3 m ≥ 1

pn−9 m p(n−9)m

C C (m) ≠ 0

用引理 18.1 封顶。这个总变换行列式 ，且 。由引理

18.1，  被  整除。  非退化，故 

（引理 18.2）。所以

4 q = p(n−9)m C(x) = C (m)(x′)

h(C) q h(C (m)) = p(n−9)m h(C (m)) C (m) h(C (m)) ≥ 1

p(n−9)m   h(C), 即 p(n−9)m ≤ h(C).∣取对数得  的上界。两边取对数（  单调增）： ，故

最后一步用 。这给出  的上界

它只依赖 （通过  与 ），与  无关。

5 m log (n − 9)m log p ≤ log h(C)

(n − 9)m ≤
log h(C)

log p
≤

log h(C)

log 2
,

p ≥ 2 ⇒ log p ≥ log 2 m

m ≤
log h(C)

(n − 9) log 2
,

C h(C) n p

结论。"重病档数"  不能无限大。所以  不可能缺掉所有 ——必在

某个  处具有 。且这个  的上界仅由  与  决定，与  无

关。引理 18.7 证毕。

6 3m C A(p),A(p2), …

ℓ ≤ 3mmax + 3 A(pℓ) ℓ h(C) n p

■



每迭代一次：行列式乘 pⁿ⁻⁹，h(C) 必含更高 p 幂——但 h(C) 是固定正整数

p 幂次

m=1 2 3 4 5

天花板 = lo

柱子 (n−9)m 不能超过天花板 ⟹ m 有限 ⟹ 必有某个 𝒜(pˡ)

封顶论证：每次迭代把  塞进 ，而  这个固定正整数限制了能塞多少次，于是 （从而坏档

数）被卡死。

10　定理 18.1：拼回圆法主线

译文：鉴于定理 17.1 及第 17 章随后注记，引理 18.7 完成了下述结果的证明。

定理 18.1  若  是任意整系数三次型，且 ，则方程

 有不全为零的整数解。

全章一句话总结  本章只做一件事：保证每个素数处的局部障碍消失（ ）。手法是

一个漂亮的双层结构——

(1) 下降：只要某个  不成立，就能用 Chevalley 定理"挤出 "（18.3 一次挤一个、

18.5 一次挤九个）；

(2) 封顶：把"挤出的 "记账到不变量 ，而  是有限正整数（18.1+18.2），于是下

降不能永远进行。

两者一夹，迫使某个  必然成立，且  的上界与  无关。这种"无限下降被一个整数不

变量截停"的思想，是数论里极有生命力的范式（可上溯到 Fermat 的无穷递降法）。

pn−9 h(C) h(C) m

C(x1, … , xn) n ≥ 17

C(x1, … , xn) = 0

把局部条件凑齐。若  非退化且 ，引理 18.7 给出：对每个素数 ，  都有某

。由第 17 章（引理 17.1）， 。"对每个  都 "再加上

必要的收敛性估计 ⟹ 奇异级数 。

1 C n ≥ 10 p C

A(pℓ) A(pℓ) ⇒ χ(p) > 0 p χ(p) > 0

S = ∏p χ(p) > 0

引用定理 17.1。第 17 章证明：  且  ⟹  有非平凡整数解（圆法

主项  压过误差）。

2 n ≥ 17 S > 0 C(x) = 0

∼ P n−3
SJ0

处理退化情形。若  退化，按定义它等价于变量更少的型，可降维处理（第 17 章注

记），最终仍归到非退化情形或直接得平凡可解。综上，  时  总有非零整数

解。

3 C

n ≥ 17 C = 0

■

χ(p) > 0

A(pℓ) p

p h(C) h(C)

A(pℓ) ℓ p



脚注 1（译文）：参见文献 [23]，例如。——指 Chevalley（–Warning）定理的标准出处。该定理（C.

Chevalley, 1935；E. Warning 同年加强）说：有限域  上变量数大于次数的齐次（或常数项为零的）

多项式必有非零零点。它是引理 18.3"先抓到一个 mod  非零解"的全部依据。
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