
DAV E N P O R T  ·  A N A LY T I C  M E T H O D S  F O R  D I O P H A N T I N E

E Q UAT I O N S

方程 
The equation 

我们接下来考虑这样一个问题：把一个大正整数  表示成  的

形式，其中  是给定的正整数，而  是任意的正整数。如果不

加任何进一步的假设，那么"当 （对某个 ）时每个大的  都可表

示"这一结论是不成立的。因为假设  都能被某个素数  整除，而  不

能；那么一个不能被  整除的整数 ，如果它对模  不具有与  相同的  次幂特

征，就必然不可表示。

我们当然可以假设——在处理标题中的方程时——  没有公因子。为了保

证可解性，我们将发现有必要假设：同余式

对每个素数  及一切足够大的  都可解，并且其中各项  不全被 

整除（或者作出某个可由此推出的其他假设）。

只需对前面的工作作出微小的改动，就能使之适用于这个更一般的方程。我们定义

 为  的整数部分，并定义

Weyl 不等式（引理 3.1）适用于和式 ；若  且 ，则

，且 。这对于引理 3.1 的证明而言已经足够，因

为关于  我们所用到的全部仅是 。
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Hua 不等式（引理 3.2）对任何一个这样的和式依然成立，因为

这个不等式同样可经 Hölder 不等式推广到任意  个和式之积；我们得到

我们像之前一样定义主弧与次弧。引理 4.1 现在表明：若 ，则

其证明与之前相同，需用到 (7.2)。引理 4.2 保持不变，只是其中的  要替换为

不过，若把上限替换为 （其中 ），后面的计算会稍微简化一

些；二者之差可忽略不计。

引理 4.3 与定理 4.1 的证明只需作出极轻微的改动即可适用于当前问题。一处差别

在于：为把  表示成  的形式而在其中作的变量替换，会产生一

个因子 。另一处差别是：奇异级数现在具有稍微更一般的形式；它现在由

下式给出
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为了利用引理 3.1 的推论（或当  时利用引理 6.4）来确立此级数在

 时的绝对收敛性，我们需要把对 （当  时）的估计加以

推广，使之适用于 ，其中  是任一固定的正整数。这很容易办到，因为若

，则

而  作为  的因子是有界的。

这样我们就能证明定理 4.1 的如下更一般的形式：

定理 7.1.  设  为固定的正整数。则当  时，把  表示

为

的表示个数  满足

其中  为某个固定常数，  同定理 4.1 中所定义，而  由 (7.3)

定义。该级数 (7.3) 在  时绝对收敛。

关于奇异级数的因子分解、以及奇异级数与  之间关系的引理 5.1、5.2、

5.3 仍然适用。于是，为使  具有一个与  无关的正下界，只需对每个 ，

使同余式
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的解数  满足

对一切足够大的  成立。

像之前一样定义 ，并利用引理 5.4，我们如同在引理 5.5 中那样发现：上述条件

的一个充分条件是同余式

有一解，其中  不全被  整除。于是：

定理 7.2.  设  由 (5.11) 定义。假设 ，并假设对每个1素数 ，

同余式 (7.5) 有一个解，其中  不全被  整除。则对一切满足

此假设的 ，我们有

由定理 7.1 与 7.2，若 ，则当  时 ，前提是把 

限制为满足定理 7.2 中同余条件的那些数。由于该同余条件只在  时才需

要，而  与  无关，因此满足该同余条件的数  将包括某些算术级数中的一切

数。

如果我们作出"系数  两两互素"这一假设，那么可以证明：只要  超过 

的某个特定函数，则该同余条件对一切  都满足。我们证明：

定 理  7.3.  假 设 对   有  ， 并 假 设

（  为奇数）或 （  为偶数）。则
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证.  我们要证明：在所述条件下，同余式 (7.5) 有一个解，其中 

不全被  整除。由于  中至多有一个能被  整除，因此只要解出

就足够了，其中  不全被  整除，且假定  中没有一个

能被  整除。

设 。 我们在引理 5.6 的证明中已看到：当  时，模  下

由  所取的值的个数是 ，其中 。因此模  下  次

幂剩余与非剩余的不同类的个数为

（这些类是在全体互素剩余类构成的群中、由  次幂所构成的子群的陪集。）

若我们按照系数  所属的  次幂剩余或非剩余之类，把它们分入若

干集合，则将有某一类至少包含   个系数。设   为不小于

 的最小整数。我们可以把这些考虑中的系数取为前  个系数，于

是  ，其中   不被   整除。令变量

（在 (7.6) 中）等于 0，并约去 ，我们看到只需解出

其中诸变量不全被  整除。这实际上与引理 5.6 中关于 Waring 问题所考虑的

同余式相同。我们在那里证明了：只要 ，该结论便成立。因此只需

由于  且 ，故只需 。
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设 。 首先，若 （即  为奇数），则只要  为奇数，同余式 (7.6) 即

可解，因为即使它只有一项，  也取遍模  的一切值。因此当  为奇或偶

时，只要两项便可解，故只需 。于是当  为奇数时定理结论成立。

现设 ，故  为偶数。由于每个系数 （ ）都是奇数，它对模

 可取  个可能值。因此存在某个由  个相互同余的系数构成的集合，其中

。令对应于其余系数的变量等于 0，我们看到只需解出

其中诸变量不全为偶数。如同在引理 5.6 的证明中那样，只要  即可。因

此只需

由 于   且  ， 我 们 有  。 因 此 只 需

。这就在  为偶数的情形证明了定理 7.3。

由定理 7.1 与 7.3 可知：我们能够指定一个数 ，使得当  时，当

 时 ；这始终以系数  两两互素为前提。定理 7.3 中给出的

数绝非最优；我们只不过给出了从证明中所用简单论证路线中自然出现的那些数。

原则上，可以放宽系数两两互素这一条件；对于上述结论之成立而言，真正本质的

是：对任一素数 ，都有一定数量的系数不被  整除。

1. 当然，只需对  假设此条件即可；参见引理 5.2 的推论。↩
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