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方程 （再论）
The equation  again

我们回到这个方程，并把上一节的方法加以改造，以便在比定理 8.1 更弱的限制条

件下确立它的可解性。与第 8 章一样，我们假定  是固定的整数，没有一

个等于 ，并且当  为偶数时它们不全同号。

设  是一个整数，它具有如下性质：任何方程

的奇异级数都是正的。由第 8 章的工作，我们可以取

并且如那里所述，事实上可以取 ，尽管我们并未证明这一点。

正如上一章那样，我们将需要关于相关方程

的奇异级数  的一些知识。它分解为 ，而我们知道

对某个依赖于  与 、但不依赖于  的  成立；只要  仅仅 ，这就

成立。于是，为了确保  对某一类整数  有一个不依赖于  的正的下界，

只需对每个 ，  有这样一个下界即可。
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在第 8 章的工作中，我们（对每个 ）施加了一个初步变换，化为加性形式，其依

赖于整除系数  的  的幂次。此后我们得到一个形式

其系数不被  整除，并且只要同余式

有一个  不全被  整除的解，这就足够了。我们证明了：当  时这

个条件被满足，其中  由 (10.1) 给出。

由此可知，对每个 ，存在某个 （也依赖于系数 ），使得当1

时，  有一个正的下界；因为这将保证最终必须求解的那个同余式与 

时的同余式相同。令

那么，如果 ，就存在一个不依赖于特定  的、关于  的正

下界，从而也存在关于  的正下界。

回到标题中的方程，我们取 ，其中  如第 9 章那样，并把系数分成若

干组：

受到  不全同号这一条件的约束。我们将确立方程

的可解性，受到如下约束：
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ii.  是一个整数 ，它可表为 ，对带撇系数的

 也类似；

iii. ；

iv.  是一个整数 ，它可表为 。

当  时这将给出原方程的可解性，从而当  时更是如此。

主弧与次弧的定义与第 9 章相同，只是我们把  换成 ，其中

；这是为了确保在对引理 9.2 的类比的证明中，范德科普特（van

der Corput）引理的条件得到满足。代替引理 9.3，我们得到

其前提是  且 。这一证明与前面的不同之处仅在

于奇异积分，它变换成下式的一个倍数：

积 分 区 域 为 范 围  ， 其 中 那 些 符 号 是

 的符号，而我们已假定  是负的。我们可以设那些  号中至少有

两个是 。那么，对于 ，积分区域包含某个大小不依赖于  的小立方

体，从而上述积分有一个正的下界。

我们已经看到，出现在引理 9.3 的类比中的奇异级数，对于  有

一个正的下界，因此我们得到 (10.4)。

引理 9.4 仍然适用，只需作微小改动，即可给出可表为

形状的数  或  的个数的下界，其中  可表为 ；并且，如果变

量  与  被限制在适当的范围内，这些数全都互不相同。其范围当然依赖于
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。我们对  得到与前面相同的下界，只差一个依赖于 

的常数。

我们现在需要两个指数和 ，分别对应于两个不同的数集 ；但

由于

我们得到与引理 9.4 的推论中相同的节省。

引理 9.5 的推论本质上不变，证明也如前完成。于是我们得到如下结果。

定理 10.1.  设  是整数，没有一个等于 ，并且当  为偶数时它们

不全同号。那么，如果

其中  取 (10.1) 中给出的值，则方程

有无穷多个整数解 ，没有一个等于 。

1. 如果  不整除任何一个 ，我们可以取 。↩
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