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数的几何
The geometry of numbers

我们现在来证明数的几何中的若干基本结果，仅限于那些有助于处理线性不等式的

结果。更完整的论述（例如 Cassels 给出的 [12]）会既更一般又更精确：更一般之

处在于把普通的距离换成了某种度量下的距离，更精确之处在于注意到了依赖于 

（维数）的常数。这类常数对我们所要达到的目的而言并不重要。

 维空间中的一个格 ，是由  个变量  的  个线性型——当这些变量

取整数值时——所给出的所有（实）点

构成的集合：

用矩阵记号即 。系数  是满足  的实数。对变量 

施行一个行列式为 1 的整系数线性代换（幺模代换）不改变这个格。该格的点也可

以表示为

其中 ， 。点  构成该格的一组

基，而刚才提到的变量更换正对应于基的更换。

我们用下式定义  的行列式 ：

n

n Λ n u1, … ,un n

x = (x1, … ,xn)

x1 = λ11u1 + ⋯ + λ1nun,

  ⋮
xn = λn1u1 + ⋯ + λnnun,

x = Λu λij detλij ≠ 0 u1, … ,un

x = u1x(1) + ⋯ + unx(n),

x(j) = (λ1j, … ,λnj) j = 1, … ,n x(1), … , x(n)

Λ d(Λ)
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这是一个正数，不受变量的幺模更换影响。该格的密度（在显然的意义下）为

。任意一组  个格点的坐标的行列式都是  的整数倍。为方便起见，

我们通常假设 。

空间的一个仿射变换是一个（齐次）线性变换，它从  到 ，

系数为实数且行列式 。该变换把  空间中的格  映为  空间中的格 ；如果

这个变换的行列式为 1，则 。

引理 12.1.  任何以原点  为中心、体积  的椭球，在每一个行列式为 1

的格中都包含一个异于  的点。

证.  只需对球证明此结果即可，因为一个椭球可以通过空间的一个行列式为 1 的

仿射变换变为一个球。设  为球的半径。由于 ，当  时，

在大边长  的立方体内的点数渐近于 。如果我们在每一个这样的格点处放

置一个半径为 （因而体积 ）的球，则它们的总体积渐近于 。它

们全都包含在边长为  的立方体内。对于大的 ，我们有

，于是这些球必定重叠。因此存在  的两个相距小于  的不

同点，从而存在  的一个异于  的点，它与  的距离小于 。

注.  这一结果——把椭球换成任何关于  有中心对称性的凸体——就是闵可

夫斯基第一基本定理。其证明本质上相同。

一个格  的相继极小定义如下。设  为  中任一异于  的点到  的最小距

离，并设  为  中一个处于该距离的点。用  表示点  到  的距离，则有

。设  为  中任一不在直线  上的点到  的最小距离，并

设   为满足   的这样一个点。设   为   中任一不在平面

 上的点到  的最小距离，依此类推。我们得到数  与线

性无关的点 ，使得

d(Λ) = | detλij|;

1/d(Λ) n d(Λ)

d(Λ) = 1

x1, … ,xn y1, … , yn

≠ 0 x Λ y M

d(Λ) = d(M)

O > 2n

O

ρ d(Λ) = 1 X → ∞ Λ

X Xn

1
2 ρ V > 1 VXn

X + ρ X

VXn > (X + ρ)n Λ ρ

Λ O O ρ

O

Λ R1 Λ O O

x(1) Λ |x| x O

|x(1)| = R1 R2 Λ ⟨O, x(1)⟩ O

x(2) |x(2)| = R2 R3 Λ

⟨O, x(1), x(2)⟩ O R1, … ,Rn

x(1), … , x(n)



点  可能不止一种选法，但容易看出这不影响数  的唯一

性。这些数就是  的相继极小，而  是  的一组极小点。这些点不

一定构成一组基，尽管在  时恰好如此。

引理 12.2.  若 ，则有

其中  表示  维中半径为 1 的球的体积。

证.  我们可以绕  旋转  维空间，直到

由于这  个点的行列式是  的整数倍，而它们又线性无关，故

由于 ，我们得到 。

为得到  的上界，我们考虑椭球

它不包含   的任何异于   的点。事实上，设   的某点   线性依赖于

 但不依赖于 ，其中 。则按  的定

义有 。又 ；于是

0 < R1 ≤ R2 ≤ ⋯ ≤ Rn, |x(ν)| = Rν.

x(1), … , x(n) R1, … ,Rn

Λ x(1), … , x(n) Λ

n = 2

d(Λ) = 1

1 ≤ R1R2 ⋯Rn ≤ 2n/Jn, (12.1)

Jn n

O n

x(1) = (x(1)
1 , 0, 0, … , 0),

x(2) = (x(2)
1 ,x(2)

2 , 0, … , 0),

  ⋮

x(n) = (x(n)
1 ,x(n)

2 ,x(n)
3 , … ,x(n)

n ).

n d(Λ) = 1

|x(1)
1 x

(2)
2 ⋯x

(n)
n | ≥ 1.

Rν = |x(ν)| ≥ |x(ν)
ν | R1R2 ⋯Rn ≥ 1

R1R2 ⋯Rn

x2
1

R2
1

+ ⋯ +
x2
n

R2
n

< 1.

Λ O Λ x

x(1), … , x(ν) x(1), … , x(ν−1) 1 ≤ ν ≤ n Rν

|x| ≥ Rν xν+1 = 0, … ,xn = 0
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因此   不在该椭球内。由引理  12.1 可知该椭球的体积  。该体积为

，于是所需不等式成立。

注.  引理 12.2 以及关于相继极小的定义，同样可以推广到以  为中心的任

意凸体。在这种更一般的形式下，引理 12.2 就是闵可夫斯基第二基本定理；

不过它的证明要困难得多。注意引理 12.2 蕴含 ，这正是引理

12.1 的结果。

我们暂时引入记号   来表示同时有   与  ；换言之，表明

 在上下两端都被仅依赖于  的数所界住。

引理 12.3.  经过空间的适当旋转后，任何行列式为 1 的格都有一组形如下式

的基 ：

其中

对  成立。

证.  我们由引理 12.2 证明中的极小点  出发，通过一个调整过程

来得到这组基点。取  为 。取  为  在平面  内的一

个点，它与  一起整数地生成  在该平面内的所有点；这样的点的存在在几

何上是直观的。它在可加上  的任意倍数这一意义上是任意的。由于

 有理地（虽然也许不是整数地）生成  在平面  内的所

有点，故有

x2
1

R2
1

+ ⋯ +
x2
n

R2
n

≥
x2

1 + ⋯ + x2
ν

R2
ν

≥ 1.

x ≤ 2n

(R1R2 ⋯Rn)Jn

O

JnR
n
1 ≤ 2n

A ≍ B A ≪ B A ≫ B

A/B n

X(1), … , X(n)

X(1) = (X (1)
1 , 0, 0, … , 0), X(2) = (X (2)

1 ,X (2)
2 , 0, … , 0), …

|X(ν)| ≍ Rν 且 |X (ν)
ν | ≍ Rν, (12.2)

ν = 1, … ,n

x(1), … , x(n)

X(1) x(1) X(2) Λ ⟨O, x(1), x(2)⟩

X(1) Λ

x(1)

x(1), x(2) Λ ⟨O, x(1), x(2)⟩



对某些整数  成立。由于  是  与  的整系数

线性组合，故必有 。通过向  加上  的适当整数倍，我们可以设

。于是

接下来取  为  在空间  内的一个点，它与 

一起整数地生成  在该空间内的所有点。  的选取在可加上  的

任意倍数这一意义上是任意的。基于与前面相同的理由，我们有

对某些整数  成立。这一次我们不能断言 ，但可以断

言  整除 ，因为  可表为

且我们必有  。与前面一样，我们可以确保   且

。于是

这样继续下去，我们得到  的一组整数基，满足

由于  是  的线性组合，其最后  个坐标为 0。我们有

于是 (12.2) 中的两个上界都成立。下界则由行列式的比较以及 (12.1) 得出。由

于 ，我们有

NX(2) = u1x(1) + u2x(2)

N > 0,u1,u2 x(2) X(2) X(1) = x(1)

u2 = 1 X(2) x(1)

|u1| ≤ 1
2 N

|X(2)| ≤
|u1|
N

|x(1)| +
1
N

|x(2)| ≤
1
2
R1 + R2 ≤

3
2
R2.

X(3) Λ ⟨O, x(1), x(2), x(3)⟩ X(1), X(2)

Λ X(3) X(1), X(2)

NX(3) = u1x(1) + u2x(2) + u3x(3)

N > 0,u1,u2,u3 u3 = 1

u3 N x(3)

x(3) = v1X(1) + v2X(2) + v3X(3),

N = u3v3 |u1| ≤ 1
2 N

|u2| ≤ 1
2 N

|X(3)| ≤
1
2

|x(1)| +
1
2

|x(2)| + |x(3)| ≤
1
2
R1 +

1
2
R2 + R3 ≤ 2R3.

Λ

|X(ν)| ≤
ν + 1

2
Rν ≪ Rν, (1 ≤ ν ≤ n).

X(ν) x(1), … , x(ν) n − ν

|X (ν)
ν | ≤ |X(ν)| ≪ Rν,

d(Λ) = 1
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从而

而 (12.1) 的右半部分给出

由此更有 。或者，最后这个不等式也可由数  的定义

得出。

注.  如有需要，引理 12.3 中找到的这组整数基还可以进一步“规范化”。通

过向  加上  的适当倍数，我们可以确保

对所有满足  的  成立。

引理 12.4.  设 。设  表示  中满足  的 （含原点）

的个数。则当  时 ，而若  则

注.  若 ，则条件  中的  应略去。

证.  所陈述的第一个结果是显然的；满足  的  的唯一点就是原点。

为在一般情形得到  的下界，我们考虑所有形如

|X (1)
1 ⋯X

(n)
n | = 1,

R1 ⋯Rν−1|X (ν)
ν |Rν+1 ⋯Rn ≫ 1,

|X (ν)
ν | ≫ Rν.

|X(ν)| ≫ Rν R1, … ,Rn

X(ν) X(1), … , X(ν−1)

|X (ν)
μ | ≤

1
2

|X (μ)
μ |

μ < ν μ, ν

d(Λ) = 1 N(R) Λ |x| ≤ R x

R < R1 N(R) = 1 Rν ≤ R < Rν+1

N(R) ≍
Rν

R1R2 ⋯Rν
.

ν = n Rν ≤ R < Rν+1 Rn+1

|x| < R1 Λ

N(R)
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的点，其中  取一切满足

的整数值。所有这些点都满足 。  的选取数目（因为允许取

零值）为

这里用到了引理 12.3。

关于上界，我们首先注意到，  中满足  的所有点  必定线性依赖于

，因为 。因此它们可表为

其中  为整数。对这样的点，我们有

依此类推。由于  的每个坐标绝对值 ，故  的可能数目为 

；一旦  选定，  的可能数目为 ，依此类推。（注意所有这

些数都 ，否则该论证就不成立。）因此，再次利用引理 12.3，我们断定点 

的数目为

注.  引理 12.4 的一般含义是：就计数球（或其它固定形状的凸体）内的格

点而言，每一个格的表现都与由

x = u1X(1) + ⋯ + uνX(ν)

u1, … ,uν

|uj| ≤
1
ν

R

|X(j)|
, (1 ≤ j ≤ ν)

|x| ≤ R u1, … ,uν

≫
ν

∏
j=1

R

|X(j)|
≫

Rν

R1R2 ⋯Rν
,

Λ |x| ≤ R x

X(1), … , X(ν) R < Rν+1

x = v1X(1) + ⋯ + vνX(ν)

v1, … , vν

xν = vνX
(ν)
ν ,

xν−1 = vνX
(ν)
ν−1 + vν−1X

(ν−1)
ν−1 ,

x ≤ R vν ≪ R/|X (ν)
ν |

vν vν−1 ≪ R/|X (ν−1)
ν−1 |

≫ 1 x

≪
Rν

|X (1)
1 | ⋯ |X (ν)

ν |
≪

Rν

R1R2 ⋯Rν
.



所生成的矩形格相同，相差一个仅依赖于  的常数。因此对许多目的而言，

我们可以借助这  个正数  来充分描述一个格。

 空间中的格  与  空间中的格 ，若它们的基可以选取得使

则称为伴随的，或极的，其中  表示矩阵的转置。如果两个格分别由  与

 给出，其中  与  为整向量，则该条件意味着

恒成立。注意 。  与  之间的关系是对称的。但该关系在  空间

的任意线性变换下不是不变的；若   且  ，则该关系仅在

 时才得以保持。

引理 12.5.（Mahler）  若  为行列式皆为 1 的伴随格，相继极小分别

为  与 ，则

证.  设  为  的极小点（不一定是一组基），并设 

为  的极小点。恒等式 (12.3) 表明，对  的任意点 ，要么  垂直1于

，要么

从而 。垂直于每一个  的那些  构成一个  维

线性空间。它不能包含多于  个线性无关的  空间的点，因而不能包含

(R1, 0, 0, … , 0), (0,R2, 0, … , 0), … , (0, 0, 0, … ,Rn)

n

n R1, … ,Rn

x Λ y M

ΛT
M = I,

T x = Λu

y = Mv u v

x1y1 + ⋯ + xnyn = u1v1 + ⋯ + unvn (12.3)

d(Λ)d(M) = 1 Λ M x

x = Ax′ y = By′

ATB = I

Λ, M

R1, … ,Rn S1, … ,Sn

R1 ≍
1
Sn

,  R2 ≍
1

Sn−1
, … ,Rn ≍

1
S1

.

x(1), … , x(n) Λ y(1), … , y(n)

M Λ, M x, y x

y

|x1y1 + ⋯ + xnyn| ≥ 1,

|x||y| ≥ 1 x(1), … , x(ν) y (n − ν)

n − ν y
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 的 全 部 。 故 存 在   与  ， 使 得

。又  且 。由此推出

相反方向的不等式由比较乘积得出。由于

（由引理 12.2），由 (12.4) 可得

这就证明了引理 12.5。

注.  引理 12.5 中的条件  并非必要，但它并不损失一般性。当引理

12.5 被推广到关于任意凸体（关于原点中心对称）的相继极小时，必须在 

空间用一个凸体、而在  空间用一个关于单位球与之互极的凸体。

在  维空间中有一类特殊的格，它本质上是自伴随的。设  表示由下式给出的

 维格：

其中  且数  为实数。它具有形如下式的矩阵

y(1), … , y(n−ν+1) r ≤ ν s ≤ n − ν + 1

|x(r)||y(s)| ≥ 1 |x(r)| ≤ Rν |y(s)| ≤ Sn−ν+1

RνSn−ν+1 ≥ 1, (1 ≤ ν ≤ n). (12.4)

R1 ⋯RnS1 ⋯Sn ≤ (
2n

Jn
)

2

RμSn−μ+1 ≪ (
2n

Jn
)

2

, (1 ≤ μ ≤ n).

d(Λ) = 1

x

y

2n Λ

2n

ax1 = u1,

  ⋮
axn = un,

a−1xn+1 = γ11u1 + ⋯ + γ1nun + un+1,

  ⋮
a−1x2n = γn1u1 + ⋯ + γnnun + u2n,

a ≠ 0 γij



其伴随格具有矩阵

如果 ，也就是说如果

那么格  可以通过下述操作变为格 ：(i) 改变  的符号，(ii) 改变

 的符号， (iii) 互换   与  ， (iv) 互换

 与 。

因此，在条件 (12.5) 之下，  的相继极小与  的相同。由上一个引理，可得

特别地，我们有

我们现在可以证明后续关于三次型的工作所需的主要结果。

引理 12.6.  设  为线性型：

满足对称条件 。设  为实数，并设  表示满足

的整数组 （含 0）的个数。则当  时，有

Λ = ( ).
a−1In 0
aγ aIn

M = (ΛT )−1 = ( ).
aIn −aγT

0 a−1In

γT = γ

γij = γji 对所有 i, j, (12.5)

M Λ vn+1, … , v2n

yn+1, … , y2n v1, … , vn vn+1, … , v2n

y1, … , yn yn+1, … , y2n

M Λ

R1R2n ≍ 1, … ,RnRn+1 ≍ 1.

Rn ≪ 1 ≪ Rn+1.

L1, … ,Ln

Li = γi1u1 + ⋯ + γinun, (1 ≤ i ≤ n),

γij = γji a > 1 N(Z)

{
|u1| < aZ, … , |un| < aZ,
|L1 − un+1| < a−1Z, … , |Ln − u2n| < a−1Z

(12.6)

u1, … ,u2n 0 < Z1 ≤ Z2 ≤ 1



证.  这些不等式等价于

（对上面定义的  维格  的一般点 ）。因此这些不等式蕴含

。另一方面，它们被  所蕴含。于是，若  表示满

足  的  的点（含原点）的个数，则有

因此，若 ，则

如果我们证明对应于 (12.7) 的结果，即

在较弱的条件 （而非 ）下成立，那么我们就可以把它用于把

 换成  的情形，从而推出 (12.7)。

设  表示  的相继极小。我们已经看到

用下式定义  与 ：

从而 。由引理 12.4，

N(Z2)
N(Z1)

≪ (
Z2

Z1
)

n

. (12.7)

|x1| < Z, … , |xn| < Z, |xn+1| < Z, … , |x2n| < Z

2n Λ (x1, … ,x2n)

|x| < √2nZ |x| < Z N0(Z)

|x| < Z Λ

N0(Z) ≤ N(Z) ≤ N0(√2nZ).

0 < Z1 ≤ Z2 < 1

N(Z2)
N(Z1)

≤
N0(√2nZ2)

N0(Z1)
.

N0(Z2)
N0(Z1)

≪ (
Z2

Z1
)

n

, (12.8)

Z2 ≪ 1 Z2 ≤ 1

Z2 √2nZ2

R1, … ,R2n Λ

Rn ≪ 1 ≪ Rn+1.

ν μ

Rν ≤ Z1 < Rν+1, Rμ ≤ Z2 < Rμ+1,

ν ≤ μ
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从而

若 ，则 (12.8) 成立，因为右端

若  且 ，我们把该表达式写成

由于  且 ，结果同样成立。最后，可能  仅当 

时出现，此时

这就证明了引理 12.6。

注.  引理 12.6 的意义在于：不等式组 (12.6) 的解的个数当  减小时不会减

小得过快。该结果只有在  很大时才有意义，因为若 ，则这些不

等式蕴含 ，且 。

看来，若没有关于线性型  中系数  的对称条件，则只能断言

一个较弱的结果，其中指数  要换成 。

N0(Z1) ≫
Z ν

1

R1 ⋯Rν
且 N0(Z2) ≪

Z
μ
2

R1 ⋯Rμ
,

N0(Z2)
N0(Z1)

≪
Z

μ
2

Z ν
1Rν+1 ⋯Rμ

.

μ ≤ n

≤
Z

μ
2

Z
μ
1

≤ (
Z2

Z1
)

n

.

μ > n ν ≤ n

Zn
2

Z ν
1Rν+1 ⋯Rn

⋅
Z

μ−n
2

Rn+1 ⋯Rμ

,

Z2 ≪ 1 Rn+1 ≫ 1 ν > n Z1 ≫ 1

N0(Z2)
N0(Z1)

≪
Z

μ
2

Z ν
1

≪ 1 ≪ (
Z2

Z1
)

n

.

Z

aZ aZ < 1

u1 = ⋯ = u2n = 0 N(Z) = 1

L1, … ,Ln γij

n 2n − 1



1. 我们当然是指：从  到  的向量垂直于从  到  的向量。↩O x O y


