
DAV E N P O R T  ·  A N A LY T I C  M E T H O D S  F O R  D I O P H A N T I N E

E Q UAT I O N S

三次型：劣弧与优弧
Cubic forms: minor arcs and major arcs

从现在起，我们可以假设引理 13.4 的备选 B 成立。于是，对任意 ，要么

要么  落入我们将称之为  的实数集合，这些实数具有满足下述条件的有理逼

近 ：

我们将会发现，只要 ，这个结果就足以令人满意地估计在  之外的所

有  对积分  所作的贡献，其中  可以取为任意固定的正数，与  无关。

显然把  取小是有利的。

有鉴于此，我们定义优弧  为集合 ，也就是将 (15.2) 中的  换成  所得

的区间集；并定义劣弧  为这个集合关于区间  的补集。

引理 15.1.  只要 ，我们就有

证.  我们选取一组数

α

|S(α)| < P n− 1
4 nθ+ε (15.1)

α ξ(θ)

a/q

(a, q) = 1, 1 ≤ q ≪ P 2θ, |qα − a| ≪ P −3+2θ. (15.2)

n ≥ 17 ξ(θ0)

α N (P) θ0 P

θ0

M ξ(θ0) θ θ0

m 0 < α < 1

n ≥ 17

∫
m

|S(α)| dα ≪ P n−3−δ (δ > 0).

θ0 < θ1 < ⋯ < θh = 3
4 + δ.



∎

每个实数  都落在集合  中，因为我们总能找到  使得

而这就意味着  落在  中。劣弧是  的补集，我们可以把它看作如

下并集

其中差是在集合论意义下理解的。

在集合  中，不等式 (15.1) 在  时成立，于是

这个集合的测度不超过  的测度，后者满足

因此这个集合对  的积分所作的贡献为

当  时，只要

这就是 。我们可以把  选得彼此足够接近，使上式成立。

于是得到所要的结论。

现在我们要处理优弧 ，它由 (15.2) 中取  给出。我们令 ，于

是 (15.2) 变为

α ξ(θh) a, q

q ≤ P 3/2, |qα − a| < P −3/2,

α ξ( 3
4 + δ) ξ(θ0)

ξ(θh) − ξ(θh−1), ξ(θh−1) − ξ(θh−2), ⋯ , ξ(θ1) − ξ(θ0),

ξ(θg) − ξ(θg−1) θ = θg−1

|S(α)| ≪ P n− 1
4 nθg−1+ε.

ξ(θg)

≪ ∑
q≤P 2θg

q

∑
a=1

q−1P −3+2θg ≪ P −3+4θg .

|S(α)|

≪ P n− 1
4 nθg−1−3+4θg+ε.

n ≥ 17

θg−1 >
16

17
θg +

4

17
(δ + ε),

≪ P n−3−δ θ1, … , θh

Ma,q θ = θ0 2θ0 = Δ

(a, q) = 1, 1 ≤ q ≪ P Δ, |qα − a| ≤ P −3+Δ.



把优弧略微放大将会方便；我们用区间  来代替它们，其中把最后一个不等式

左边除以 ，但右边不除：

这样做显然是允许的，因为这个附加集合所作的贡献是劣弧对  所作贡

献的一部分，因而已被引理 15.1 的估计所覆盖。

这一放大的目的，正如第 4 章中所做的，是使区间的长度与  无关。只有当  被

 的某个小幂所界定时（如此处所示），这才有可能；但只要它有可能，就会带来

一点简化，即奇异级数与奇异积分的分离会在证明中较早的地方发生，而非否则的

较晚之处。

我们定义

其中  是第 13 章中早先定义  时所用的盒子。

引理 15.2.  对于区间  中的 ，令 ，我们有

证.  引理 4.2 证明中所用的粗略论证在这里也足够，理由是此处（与那里一样）

 与  相比非常小。不过我们现在必须在  维而非一维中工作，这意味着要用

积分代替求和。我们必须对大盒子中整点的个数与其体积之间的差异作出估计。

令 ，其中 ，我们需要估计

M
′
a,q

q

(a, q) = 1, 1 ≤ q ≪ P Δ, |α − a/q| ≤ P −3+Δ. (15.3)

∫ |S(α)| dα

q q

P

Sa,q = ∑
z (mod q)

e(
a

q
C(z)),

I(β) = ∫
PB

e(βC(ξ)) dξ,

PB S(α)

M
′
a,q α α = β + a/q

S(α) = q−nSa,qI(β) + O(P n−1+2Δ).

q P n

x = qy + z 0 ≤ zj < q
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之间的差，其中对  求和的条件使得 ，对  也类似。于是

 的盒子的边长为 ，而上面提到的允许误差为 。我们还须考

虑被积函数在边长为  的范围内的变化。我们有

由此得到的误差是把它乘以积分区域的体积，后者为 。

由此可知，求和与积分之间的差为

（若  等于 ，这将是 ，对应于引理 4.2 证明中的 。）对  的  个值求

和，最终误差项为

引理 15.3.  对于不表示零的固定三次型 ，我们有

证.  我们可以把引理 13.4 的备选 B 应用于和式 ，其中取 ，

，且盒子  取为盒子 ，使得求和盒子变为 。取

。则要么

要么  有满足下述条件的有理逼近 ：

∑
y

e(βC(qy + z)) 与 ∫ e(βC(qη + z)) dη

y 0 < qyj + zj < P η

y ≪ P/q (P/q)n−1

1

∂

∂ηj
βC(qη + z) ≪ |β|qP 2 ≪ qP −1+Δ.∣ ∣ ≪ (P/q)n

≪ (P/q)n−1 + qP −1+ΔP nq−n ≪ P n−1+Δq1−n.

n 1 P Δ P δ z qn

≪ P n−1+Δq ≪ P n−1+2Δ.

C(x)

|Sa,q| ≪ q
7
8 n+ε.

S(α) α = a/q

P = q B 0 ≤ xj < 1 0 ≤ xj < q

θ = 1
2 − ε

|S(α)| < qn− 1
4 nθ+ε ≪ q

7
8 n+ε,

α a′/q ′

1 ≤ q ′ ≪ P 1−2ε, |q ′α − a′| < P −2.
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但当  时后者是不可能的，因为它将给出  以及

而显然 。因此对  的估计成立。

引理 15.4.  若  表示放大后优弧  的全体，则对某个 ，

其中

证.  引理 15.2 中的误差项，在  上积分、对  求和、再对  求和

后，给出最终误差项

只要  足够小，这就是 。

引理 15.2 中的主项给出

求和与积分是相互独立的，求和部分给出 。积分变为

α = a/q q ′ < q

|q ′(a/q) − a′| < q−2,

|q ′(a/q) − a′| ≥ 1/q S(α) = Sa,q

M′ M
′
a,q δ > 0

∫
M′

S(α) dα = P n−3
S(P Δ)J(P Δ) + O(P n−3−δ),

S(P Δ) = ∑
q≪P Δ

 
q

∑ q−nSa,q,
a=1

(a,q)=1

J(P Δ) = ∫
|γ|<P Δ

(∫
B

e(γC(ξ)) dξ)dγ.

|β| < P −3+Δ a q

≪ ∑
q≪P Δ

∑
a

P −3+ΔP n−1+2Δ ≪ P n−4+5Δ.

Δ ≪ P n−3−δ

∑
q≪P Δ

 
q

∑ q−nSa,q ∫
|β|<P −3+Δ

I(β) dβ.
a=1

(a,q)=1

S(P Δ)
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而这等于 ，因为

于是得到所要的结论。

P −3 ∫
|γ|<P Δ

I(P −3γ) dγ,

P n−3J(P Δ)

I(P −3γ) = ∫
PB

e(P −3γC(ξ)) dξ

= P n ∫
B

e(γC(ξ)) dξ.


