
DAV E N P O R T  ·  A N A LY T I C  M E T H O D S  F O R  D I O P H A N T I N E

E Q UAT I O N S

三次型：奇异级数
Cubic forms: the singular series

把引理 15.1、15.4 与 16.1 的结果合在一起，我们现在已经证明：若 ，且

排除引理 13.4 的备选 A，又若盒子  选取得当，则盒子  中满足 

的整点个数  满足

其中 。引理 15.4 中给出的级数 ，若延拓到无穷，则绝对收敛（前提

是  且排除备选 A），因为此时由引理 15.3 有

由第 14 章的工作，备选 A 蕴含  有非平凡的整数解。这样我们就证明

了：

定理 17.1.  若  且 ，则方程  有非平凡的整数解。

因为若不存在非平凡解，我们便得到

从而 ，产生矛盾。

这里当然  表示延拓到无穷的奇异级数，即

n ≥ 17

B PB C(x) = 0

N (P)

N (P) = P n−3
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δ > 0 S(P Δ)

n ≥ 17

q−n |Sa,q| ≪ q− 1
8 n+ε−2−δ.
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S J0 当 P → ∞,
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S



剩下需要证明的是：对每一个变元个数不少于 17 的三次型，都有 。引理

5.1 的证明适用于一般的指数和（如当时所指出的），它表明若令

则  是  的乘性函数（对互素的  值而言）。在  且  不表示零的

前提下，由引理 15.3 我们有

因此  绝对收敛，从而可知

其中

在上述条件下我们还有

所以存在 ，使得

正如引理 5.2 的推论所示。引理 5.3 的论证表明
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∞
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其中  表示同余式

的解的个数。

因此，为了证明 （在当前条件下），只需证明：对每一个素数 ，都有

对一切充分大的  成立。

在处理加性型的型时，我们曾发现：同余式

只要存在一个解，其中  并非全都被  整除，就足以蕴含 (17.1) 对一切

充分大的  成立——这里  是一个适当的指数，依赖于  和 ，以及整除各系数

 的  的方幂。对一般的型，情形并不那么简单。看来人们需要的不仅仅是一个

 的解；人们需要这样一个解：其偏导数  并非

全都能被  的过高方幂整除。对于加性型，存在一个明显的限制，因为关于  的

导数是 ，而总有某个  使  不被  整除。

定义.  设  为素数，  为正整数。我们称  具有性质 ，若存在

的一个解，使得

且

χ(p) = lim
ν→∞

M(pν)

pν(n−1)
,

M(pν)

C(x1, … , xn) ≡ 0 (mod pν), 0 ≤ xj < pν

S > 0 p

M(pν) ≥ Cppν(n−1), Cp > 0, (17.1)

ν

a1xk
1 + ⋯ + anxk

n ≡ 0 (mod pγ1)

x1, … , xn p

ν γ1 p k

aj p

(mod pγ1) ∂C/∂x1, … , ∂C/∂xn

p xj

ajkxk−1
j j xj p

p ℓ C(x) A(pℓ)

C(x1, … , xn) ≡ 0 (mod p2ℓ−1) (17.2)

∂C/∂xi ≡ 0 (mod pℓ−1) 对一切 i (17.3)



引理 17.1.  设  具有性质 。则

从而 。

证.  我们对  作归纳，证明同余式

至少有  个满足 (17.3) 与 (17.4) 的解，且这些解关于模  两两不同余

（从而对模  更是如此）。这将蕴含所要的结果。当  时，断言就是

假设本身。

对任意整数 ，我们有

我们假设上述结果对某个特定的  成立，并取  为 (17.5) 的 

个满足 (17.3) 与 (17.4) 的解之一，这些解关于模  两两不同余。我们可以令

其中  为整数，且对某个  有 。同余式

成立当且仅当

这在  上有  个解，关于模  两两不同余。

∂C/∂xi ≢ 0 (mod pℓ) 对某个 i. (17.4)

C(x) A(pℓ)

M(p2ℓ−1+ν) ≥ p(n−1)ν,

χ(p) > 0

ν

C(x1, … , xn) ≡ 0 (mod p2ℓ−1+ν) (17.5)

p(n−1)ν pℓ+ν

p2ℓ−1+ν ν = 0

x1, … , xn, u1, … , un

C(x + pℓ+ν
u) ≡ C(x) + pℓ+ν(u1∂C/∂x1 + ⋯) (mod p2ℓ+2ν).

ν x1, … , xn p(n−1)ν

pℓ+ν

C(x) = ap2ℓ−1+ν, ∂C/∂xi = Dip
ℓ−1,

a, D1, … , Dn i Di ≢ 0 (mod p)

C(x + pℓ+ν
u) ≡ 0 (mod p2ℓ+ν)

a + D1u1 + ⋯ + Dnun ≡ 0 (mod p).

u pn−1 p



∎

这样，对应于每一个 ，我们得到  个值 。这些值满足

由后一式可知，每个  满足 (17.3) 与 (17.4)。我们总共得到  个 

值，且它们关于模  两两不同余。于是断言对 （代替 ）成立，这

就证明了结果。

关于对每个  都存在某个  使得  具有性质  的证明，构成下一章的主

题。

x pn−1
y = x + pℓ+ν

u

C(y) ≡ 0 (mod p2ℓ+ν), y ≡ x (mod pℓ+ν).

y p(n−1)(ν+1)
y

pℓ+ν+1 ν + 1 ν

p ℓ C(x) A(pℓ)


