
DAV E N P O R T  ·  A N A LY T I C  M E T H O D S  F O R  D I O P H A N T I N E  E Q UAT I O N S

更高次的齐次方程
Homogeneous equations of higher degree

在文献 [6] 中，Birch 给出了对我们处理齐次三次方程所用方法的一个意义深远的推

广，但这一推广涉及一些重要的修改。他考虑求解一个齐次方程，或一组联立的齐次

方程（它们的次数全都相同）的问题。这里人们面临两个严重的困难。首先，即便对

于单个次数为  的方程，我们一般也不知道任何关于  的合理函数 ，使

得当  时，同余条件对每个素数都能被满足。（由 Brauer 的工作（已在第

11 章中引用），我们知道存在某个  的函数，使得方程在 -进域中可解。此外，仅仅

在 -进域中有解还不够；我们需要一个非奇异解，以便确保能够满足同余条件。）因

此，我们必须假定对每个素数 ，同余条件都被满足。我们还必须假定该方程，或方

程组，在实数域中可解，并且具有一个非奇异解。

其次——而这一点更为重要——即便这些假定也不总是足以保证方程在整数（或有理

数）中可解。下面这个例子是 Swinnerton-Dyer 给我看的：

其中 。由 Selmer [78] 的工作可知，方程

除了  之外无解，由此可推出 (19.1) 除了  之外

无解。另一方面，可以证明 (19.1) 对每个  满足同余条件，并且它在实数域中当然也

是非奇异可解的。

因此，如果我们要建立整数可解性，就必须施加某个进一步的条件。Birch 被引导施

加的那类条件，是用与方程组相关联的一个‘奇异轨迹’的维数来表述的。
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我们将概述他的论文的总体计划，在可能有帮助的地方与单个三次方程的问题作比

较。由于记号不可避免地复杂，细节相当繁难。

设有  个  元  次齐次型，其中 。我们可以把它们写成

其中求和的变量从  到 。设  为  维空间中的一个盒子，定义指数和

那么，  中满足联立方程  的整点  的个数由下式

给出

由引理 13.1 的一个直接推广，我们发现，如果

那么

其中  是  个点  的多重线性型，由下式定义

其中 。引理 13.1 本身就是  的情形。正如在引理 13.2 中

那样，由此推出，满足
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的  个整点的组的个数

把引理 12.6 使用  次（而不是像引理 13.3 的证明中那样使用两次），我们推

出，满足

的  个整点的组的个数

如果在这些  个点的组中存在某一个，使得矩阵

的秩为 ，那么我们就得到对  的良好有理逼近，它们都具有相同的分母

。这个分母来自上述矩阵中某个  阶行列式（非零）的值。事实上我们得到

以及

这里的指数分别对应于引理 13.4 的选择 B 中的  与 。

真正的困难出现在上述情形失效时，即对所有的 ，上述矩阵的秩都

 时。在  的情形，这将意味着多重线性型  在所有这些整点组上全
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都消失。

Birch 论文的主要新思想，是用簇（variety）的维数来表述这种可能性。我们把一组

 个点看作  维空间中的单个点。上述矩阵的秩应  这一条件，

在该空间中定义了一个代数簇；而由其上整点个数的下界，我们推出这个簇的维数

代数几何中一个简单的原理是：若我们用一个由  个方程定义的线性空间去与一个簇

相交，则簇的维数（即其任一绝对不可约分量的最大维数）至多减少 。因此，上述

簇与‘对角’线性空间

（它由  个方程定义）的交，其维数

如果 ，则这个新簇由所有满足下列条件的点  组成：矩阵

的秩 。我们称之为与给定方程相关联的奇异轨迹，并记为 。于是当前情

形导致

如果 ，我们就可以通过选取

来阻止这种情况发生（从而排除现在对应于引理 13.4 选择 A 的局面）。
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做出这一选择后，我们就有了一个类似于选择  B 的局面；也就是说，对每一组

，要么有一个关于  的估计，要么有一组对 

的良好联立逼近。这在原则上为一种类似于第 15、16、17 章中处理单个三次方程的

处理方法奠定了基础。

主要的困难在于奇异积分，而这里奇异簇的维数又一次起作用。对该积分的处理过于

繁复，无法在此概述。本质上需要假设原始方程组定义一个维数为  的簇。

Birch 论文的结果如下：

定理 19.1.  设  是具有整系数的  元  次型，其中 。设

 表示代数簇

并假设  的维数为 。设  为相关联的奇异轨迹，并令 。

假设  上有一个非奇异实点，并且对每个素数 ，  上有一个非奇异 -进点。

那么只要

 上就存在一个整点 。
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